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о/оJ~н~ 
В работе [I] описан сшрздзаеииd алгоритм отождест-

вления, который позволяет представить множество {;е_ П 6t 
{где 6t,. - е.. - выражение, Gt - типовое выражение) в виде 
-,:,, 

конечного объединения типовых выражений. Этот алгоритм по-

служил базой для создания мощной системы эквивалентных 

преобразований алгоритмов написанных на ограниченном РЕФАЛе. 

6днако,эту систему можно улучшить,если обобщить понятие 

класса объектных вsражений таким образом,чтобы не только 

пересечение двух классов но и их разность были бы предстта-

вимы в виде оъединения конечного числа классов. 

В данной работе описаны обобщенное понятие класса 

и соответствующий обобщенный алгоритм отождествления,бла

годаря которому можно находить представления пересечения 

и разности двух классов в виде конечного объединения клас-

сов. 

I.Выр~ения. 

~ll~ 
Предлагаемые Щlpa»tiliillJl в ограниченный РЕФАЛ не за-

трагивают основных понятий языка: знак, объектный знак, 

рефал-машина,символ.Поэтому эти понятия здесь не будут 

определяться.Их определения можно найти в работе [I] . К 
собственным знакам ограниченного РЕФАЛа добавим два новых 

знака: 

i - признак переменной терма, 

И - признак переменной непустого выражения. 
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Определение I.I 

(переменная;> : :~J <индекс(/t(индекс>/е{индекс>/V /... индекс> 

<индекс/ : : = .(объектный знак ) 

Назовем переменные вида 

j(индекс> - переменной символа или J - переменной, 

i<индекс> - переменной терма или t - переменной, 

е<индекс >- - переменной выражения или 2 - переменной, 

V(индекс/ - переменной непустого выражения и.пи v- пере-

менной. 4 ~~ {.~ 
Определение I.2 

~выражение > : : = 1 .( терм > (выражение> 

(i'ерк) : : = < сИJlвол> /(<выражение >))-i <выражение,> .L 1 • 

~~ ~~~~~ 
МноЖество всех выражений обозначим через Е • 

Как обычно будем считать,что один и тот же индекс в 

выражении не может исmользоваться у переменных с разными 

признаками.Это несущественное ограничение даёт возможность 

полностью определять переменную по её индексу. 

Определение I.3 

Термы вида е <индекс> и V .(индекс> назовем мягкими. 

Термы вида t < выражение>..L будем называть конк}'етизаци
онными и.пи просто R -термами. Жестким термом назов~м терм, 
который не является мягким и не является i -термом. 

Таким образом,.пюбой терм либо мягкий,либо жесткий,ли

бо конкретизационный. 
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Опре~!е.пение I.4 

Выражение не содержащее знаков i назовем типовым. 

Множество всех типовых выражений обозначим череа Е t • 

Определение I.5 

Типовое выражение назовем t- - выражением, ее.пи для 

него вьmолнены: два условия 

( I) ни одна t - , е -, fr - переменная не входит в него бо№ 

лее одного раза. П\9.,Д,~Ьlf>Д"""'е-\МА.-

( 2) ни одно его~'rае11118 не содержит бо.пее одного мягкого 

терма на нулевом уровне скобочной структуры. 

Множество всех t- -выражений обозначим: через Е~ • 

Теорема I.I 

Любое подвыражение типового выражения является типо

вым выражением. 

Любое подвыражение е,, - выражениея является t,, - выра-

жением. 

Доказательство. 

Первое утверждение теоремы следует из опредепения I.4. 

Второе утверждение следует из первого и из опредепения I.5. 

Определение I.6 

Выражение не содержащее знаков k и переменных бу

дем наз11Вать о~тным выражением.Множество всех объектных 
выражений обозначим через tг • 

Из определений I.2, I.4, I.5, и I.6 следует,что 
to с. 6е с[!_'- се: 
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Опреде.nение I.? 

Расс:мо'!'рим g Е Е • Обозначим через 1/ tlJ 1/ множество пе

ременных вхо~их в ~ • 

Примеры об~ктых выражений: 

А, ({)())() A(B(tfJ)) 

Приме:р51 t -выражений,не явJIЯЮщихся объектными выражени-

ями: J1 11 А J1 е < !_:>, 

ями: 

Примеры типовых выра.жений,не являющихся t. -выра.жени-

Примеры выражений,не явJIЯЮщихся типовыми выражениями: 

i+(10)1!1 

,fi ~ ( tZ-1) е_~ L 

Определение I.8 

:Если ~1 и G ~ текс'!'уа.пьно совпадающие выраиениfя то 

будем писа'l'ь (!;1= ~.t • 

Пустое выражение будем и2ображать сле,цующик образом: о 

Из определения I.8 с.педуе~,что отношенке:. яВJIЯется 

отношением экви:ваJ1ентне.сти на множестве Е. • 
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2.Подс'!'анОВIСИ .1 

Определение 2.I 

Подстановкой будем называть конечное мвожес'!'во упоря

доченных пар: 6i -= [( Di ~ 6 ;_), i = 1,. ··, ti J 
гле в;_ -переменнаяk·6 с:. . Gt_- будем называть значением \\. 

i = 17 ... fl 

Множество переменных,котор.ЬIК подставка .д ставит в 

соответс'!'вии значение, будем обозначать· 11 л // , т. е. 
llд //== [t!/jGeE- :(1Y--d)c 11J 

Подстановку назовем прави.пьной,есJIИ: 

( I) никаkая переменная не получает значение дважды т. е. 
i +j :>V/itJ 

( 2) Значения е-переменных - произвольН11е в:ыражени.в. 

(3) значения 'iУ-переменнъzх - Выражения,содериащие хотя бы 

один терм ОТЛИЧНЫЙ от •-переменной и k -'!'ерма. 
( 4) значения t -переменных - жес'!'кие термы. 

( 5) значения J -переменных - симвоJIЪI и .J -переменные. 

Опреде.nение 2.2 

Примен~~:Н~~ л к выражению ~ значит заме
нить все переменные в 6 ,которые входя'!' в 11 л//, на их зна

чения.Резулъта'l' применения подстановки L\ к выражению ~ 

будем обознача'!'ь через L\#LG] • Там где это не приведет к 

даусМЬlс.пенност•,квадратные скобки будем опускать. 

Из опреде.nения 2.2 с~едуе'!',ч'l'о ecJIИ ~ - подс'l'ановка, 

то д//: с -Е 
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Теорема 2.I 

Если _r - ж~откий терм, 6 - правильная подстановка, 

'1'0 L\ /l[.J') - жесткий '!'ерм. 

Доказательство. 

lтверждение '!'eopellЬI CJieдye'l' из определений r.з, 2.I и 

I.2. 

3, Свойства подстановок. Произведение подстановок. - . 
Определение 3.I 

ОтобраиениеJЕ- ~ назовем квазиподстановкой , 

ecJIИ для любых rf,;61Jl::t ЕЕ. и .шобого симвоJiа !Т вш10лнено: 

(I) f ~1 6;)~ fr~1lfC&.J 
(2) J[(6)J-=(5[GJ) 
(З) J [ i&.J ~ ~j[G] 1 

(4) J [oJ =и 
(5) J [о]= о 

Теорема 3.I 

EcJIИ .6 - правильная подст8J1Dвка, то D ;f квазиподста-

новка. 

Доказате.пьс'!'во. 

Из определений 2.I и 2.2 спедуе'l', что все требу-

ewe (3нlо~ва квазиподстановки выполнены ДJUI ~ // • 

Теорема 3.2 • 

Еспи J1 и J.t - квазиподс'!'ановкв, то для того,что-
бы Ji = J ,t (как отображения) необходимо и доста'!'очво, что-
бы ДJIЯ любой переменной выпоJIНЯJiось соотношение: 

J1 cv-1 = S.i [fJJ · 
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Доказате.п:ьсlfво 

Необходикость . Т.К. переменная является частным с.иучаем 

выражения, то необходимость очевидна. 

Достаточность. Ее.пи~~ Е. , то обозначим через tz.J~) число 

пар конкретизационных и структурных скобок в 6 . Докажем, 

что для ~б~-~б' с: выпо.пнено J:1 [G] =:J.i[$J · ~ 
г ----- -----·----------------"----·-····--·····--
\ используя индукцию по чкс.иу пар конкре~rизационНЪ1Х и струк-

турных скобок в 0 • 

База !НДУ!ЦИМ. 

Рассмотрим ~Ее , ~rакое,что ~~)=--О ,тогда .пибо 

~=п и 60 определению 3.I)J1 L6J=],t[~) 
либо &=-J; ... :Тт , где ,.,., >О 

Ji - терм(!.=1, ... ,т) т.в:. п~/-о 
' 

то все .JZ/t . .:-/, .. ·11111 

имеют вид: .( симво.п > и.ли \ переменная / • Поэтому 

~о определению з.r и по условиям тeopew)J1Г.J;.-11i~)~6~··-; 11i.) 

Из этого по условиям теоремы~о определению З.I) следует, 
что J1 [е] = J1CJ'Jl. .. }J [.1rn)zjJ-JJ;J ... J.i [Jrn] =JL [6] 

Итак,ес.пи гzJ~)=- о) то f1 C~J=j.t[&J. 

ЬlJд.Г ИНJlУ!ЦИИ. 

Пус ТЬ ДШ1 &ражеНJIЙ ~ , ТаRИХ, чтоn(<f:) f- r Верно , ЧТО 
J1{GJ=J.z.lG1. Рассмотрим ь'~ Е та•ое 'ЧlfO fl_ (G )=Кt j 

Тогда пи G 1=~1 (~),)f;i3 · 
и.пи 6'=~/<_~~11Ь3 

при Э'1'0М ti ~ i.} ~ «_ ( L = J, J.; 3) 
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Используя предположение индукции и опреде~ение 3.I 

моино записать: 

в первом случае: 

JiC<~ 1 =J, [6
1
1 (J1[6.J )J, c~.3J==JJ, [sД (f J,[6.J)J.lJ62)=J1J6'J 

во втором случае: 

51 r&'J ~J1 [GJ ~J1 [~il1S1 f6.J =Ji.Г6'1 kJJ,ГФ.t}1JJ,L~l=J.iГe] 
Итак, в любом случае J1 [~ '] =j.z [6 '] 

Ин.цухция завершена. 

Теорема 3.3 

F.сли Jl ,f :__ - квазиподс'!'ановки, 'l'O их суперпозицив 
J =J.t 0} 1 тоже квазиподстановка. 

Доказательство. 

Рассмотрим любые G,~j ,6.z, Е ~ , r - символ. Тогда: 
j ft1G.J=J2,ff1[61G.J} =jJ.[f1fG1JJifG,;)]=J;._{/,fG1JlJ.t [J[~.Jl=J [G1]j[~.t) 

J [о] =J.2. lf1[DJ] ~j~[D] ==О 

s [ {Г 1 = J J_ rJ1 [ tГ]]: J )_[О-]= f 
JU&JJ ==J1 [J1[(~)JJ1.tГG1 [~J)J = (JiJ]1 f6П)= (! Г61) 
~[{~.i1= f~[f-s.[{ {t]l ~ 11. [~ 11[1:1 ~1~~1~[11.[-!11 J.= { ![~] .l 

Доказательс'l'во завершено. 

Определение 3.2 

Рассмотрим две правильные подс'l'ановки: 

л'=l(ff/~~~), i.=1, ... ,п:J; л"=[(tJ"{~;) i.=J, ... ,tz-
1

]. 

Подстановку 
, /! • !' 11пr г 

л = [ (ffi -.Q:ij) /&i ь.11 д '11 \1/л "115 И[( lJi ~L\'!IL~il)/tt б 1/д_ J 
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1 ,, 

будем называть произведением подстановок !} и L1 

неё будем использовать обозначение~ 
1 // 

Л.:: л ·Л 

Теорем! 3.4 
1 " Е.сли л' и л '' - правильные подстановки, тол: л · ~ 

правильная подстановка и 11л\1=11д'//И11 ~ "// 

Доказате.пьство. 

Сле.цует из определений 2.2 и 3.2 

Теорема 3.5 
1 ,, 

Е.сли л ч Л - правильНЪiе подстановки 

д /~ л';f о л 11 ,f 

Доказательство. 

, " 
и f).::Д ·Л ,то 

, "!/ Из теорем 3.I,3.3, и 3.4 сле.цует, что ~,f~л #о~ -

квазиподстановRи. Рассмотрим произвольную перемен:ну» v . 
Для неё може' вШiолняться одно из трех соотношений: 

{I) t'.: \\ л 
11 

// 

(2) f)t"- /!д'll\l/дbll 

(3) fff 11 л 111 И\1л"11 

Случай I ve 11д"11 Тогда существует Gь. с_ 
ЧТО ( er- 9) 11 л"//[v]:= ~ v~ь ~Л т.е. ~ 

Из опреде.пения 3. 2 сJ1едует, что { ti ~ {). '/16 )~ л 
Л //[z/J := Д '//[~ ]= Д '//о~ "J [z/] 

, такое, 

и д '//о л ''/![v'J= Л f 6 . 

т.е. 

С.иучай 2 ff&:t/Л 1#\0д'ff Тогда t/~f[?J)=-z7 и су-

щее твует '!'акое ~6: Е:. что ( & ~~}-€: д ' • По rDпредеJiению 
3.2 (1J--~)~л т.е. лlf[zJJ~~=л';f[v]=д'f[Л;f[z7]J:лl~л*;f[zJ] 
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С.цучай з. lJф 11 л'\1 И\\~" 11 

Тогда fff. llлl\ т.к. \lл\\=llл'llUl\л 0 /I /по теореме 3.4 / 

Поэтому л//[tiJ = е-~ л'/1{/J]:: л'!Г~ "(ff 1] = 6 'f0 D
1#' {i'}] 

И'!'ав: в .ию6 ом случае f~11f [-zJ-] = ~ ' ;f 0 8 ';f! {&] 

По теореме 3. 2 это означает, что д 11= .6 ';fo д "f. 

4. ОтрицательНЪiе спе&&икарш\ 

ИзобразительНЬIХ средств ограниченного Р~АЛа,опи~е
го в работе [I) , не хватает для того чтобн представи'!'ь раз-

ность двух классов / например: ~1 J.:i \ J..д JA /в виде ко-

нечного объединения классов. Предлагаемые здесь допо.пнитель

НЪiе ередства для изображения множеств объектНЪIХ выражений -

отрицательные спецификации, позвоJIЯЮт таж обобщить понятие 

класса, что разность двух классов можно будет представить 

в виде конечного объединения классов. 

Определение 4.I 

Нераввнством будем называть неупорядоЧJIННУI) пapy~f~.t 

где каждое из выражений явJIЯется или символом, и.пи J,t-пе

ременной или выражением в структурНЪIХ скобках, при чем о,цно 

из этих в:ыраиений(будем обычно писать его в правой части не

равенства) обязано бы'!'ь или J - переменной, и.пи символом. 
G1u~~ будем называть правой и левой частью неравенства. 
Примеры неравенств. 
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Определение 4.2 

Неравенство у которого правая часть текстуально совпа

дает с левой частью будем называть противоречием. 

Неравенство будем называть тавтологией, если обе его 

части символы, и эти симвоJIЬI различны или одна из его час-

тей имеет вид (~выражение>) • 

Примеры тавтологий. 

{ е.1)1 J;i (еА) 1-А А:/ В 

Определение 4.5 

Конечное множество неравенетв будем называть отрица

тельной спецификацией.Множество всех отрицательных специфи-

• каций обозначим через ~ 

Опреде.пение 4.4 

Применить подстановку л к неравенству, это значит 

применить её к правой и левой части неравенства. 

Применить подстановку д к Jlf t; rz это звачит приме-

нить ее ко всем неравенствам входящим в .л! • Резуль'l'ат 

применения подстановки ~ к Jlf обозначим через s1/lf:лt] 

Теорема 4.I 

Е.сли ~ - правильная подстановка ~л! ~ tz 
/), //[ JV]t" 7;. 

Доказательство. 

След,ует из определений 2.2,4.I,4.З, и 4.4 

Опреде.пение 4.5 

, то 

• 

Определим отображение У: 7- ~ след,ующим обра-

зом: 



- и -
если J/c:: ~ то У [J1f] получается из лf удалением 

это м~кси:ма..пьное подмножество всех тавтологий,т.е. V[J!f] 

i/lf 

то 

- правильная подстановка,лf~Jlf' 

/ 
'Следует из определений 4. 4 и i ·. 4. 5 

Теореаа 4.:Д.. 

'ЕслисАf,_л1'~7 , L\ - правильная подстановка, Jlf~Jlf' ,то 
(I) 6 /! [Jf] ~ ~Jvr,] 

(2) У [JtfJ ~ VGJU 'J 
(з! V[PJ ~ ;! 

(4 )-уо ~!/о lff.ЛJ}:::l(oд/fflГ} 
Доказательство. 

Следует из опреде~ений 4.4 и 4.5 И теоремы 4.2. 

Определение 4.6 

Определим отображения 9(: Г[ - 'l следующим образом: 

если .flfc. 7 то g'/{JU] - это множество противоречи~ вхо-

дящих в Jlf • 

Теорема 4.4 

E'.cJIИ ,уU'в fl, ~ ~ 1_" ~; q ~ 10 

(1) $[$] ==:ir[yr[P]] 

(cl) Jf[.ft/] ~ V [.л/] 

(!J)c7F[JlfjJ ~!lr[»J 
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Доказательство. 

След,ует из теоремы 4.2 и определения 4.5 и 4.6. 

Тео" а 4.5 

Неравенс в не может быть одновременно и тавтологией 

и противоре:~м. 

q,tед,ует из опр еления 4.2. 

Теорема 4.6 

Е.с.пи cl1 =1 G ~ - неравенство , (') 1 , д .7v - правильные под

с тано вки, то 

~) Если ~f :f ~..t, - тавтология, то д1 1161 i 41.,fб.t, 
тавтология. 

(2) Если G1 i G ;__ - противоречие, то д.1 !1~11-Л,,.116.t 
противоречие 

Доказательство. 

След,ует из определений 2.2, 

С.педствие 4.6 

4.2 и 4.4 

Е.сви ~6' 1 , $[У] f 1 
ка , то $[д//Д] 1 ( • 

5. К.пассы и подклассы. 

Опре,д;еJlение 5.I 

, 6 - правильная подстанов-

Рассмотрим две пары ( ~1, Jlf/) и (~..t.J.Af,} где Gt· t: Е 
и ~JJ'L ~ ~ /i:- !, J. / • Говорят, что (tч , л{) - подкласс 

(~.t,Jtf} и пишут ~1 ~} ~(~;.AJ;} если существует 
Л -правильная подстановка, такая, ч!'о: 

(I) ~ 1 =- д /rl:1., 
(2) 9Г [ 4 J [ Jl/ot.11 == ~ 
(3) 1([л //[.Af.t 11 ~~ ~ "i~ \ А 04<_\'<>L~ "'i 

~~ 
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Определение 5.2 

& Рассмотрим ~ t:: ~o,gt t;: E-t и ollf-6:.1 • Будем говорить 
что"'Ътождествимо с (61_ , сЛ1;) если {8oJ Ф)~ ~i ,.Л{} 
Другими словами: {у0 отождес'1'ви:мо с (~t J Л{_) ec.IJ:и сущест-
вует такая рравильная подстановка 6 , что 

(I)Go = л /ctt ; 
(2)1Г[л /[.л/]]= cf 

(з) VL~ f~ll= rl 
Говоря неформально, 60 отождествимо с ht J Jl!} ее-

ли можно подобрать такие знШ1ения переменных, uто: 

(r) совпадет с io ' 

из 

Г'\ 

(2) Эти зrения не будУт противоречить неравенствам 

fft и 

lЗ) обратят эти неравенства в тавтологии. 

В этом с11Ъ1сле С'Л1i_ изображает "запрещенные" значения 

перемеННЪIХ. 

Замечание. 

В определении 5.2 условие(2)следУет.G~о теореме 4.4) 

из условия (З), поэ'!'ому его :можно удалить из определения. 

Определение 5.3 

Паре (gt, »'t) ,где ( ~tc:: Et поставим в соот-

ветст,вии множество lGo 6- fo 1 ~о 
. ---(~ l_ ~-1]7--- ---

- отождествимо с J 
- ------------~~~ 

В дальнейшем для обозначения: этого :множества будем ис

пользовать (в духе работы [iJ) саму пару{ьt ,J1) . 
Из контекста всегда будет ясно,где говориться о паре,а где 

о множестве. 
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Множество (&'- ~) будем на-

з:ы:вать к.пассом. 

Таким образом: 

{ ~ [ 
7 

J}f_) = f ~ 0 € t 0 / ( fD о J f } ~ ( 6i J .Jl{ } 3 
Пример: 8

0 
= ( е 1 J Ф) 

Докажем теорему, аналогичную теореме 4 из [ I] • 

Теорема 5.I 
F,с.пи ~ / • ~oG € t:t. 

то (~1,.лii)~(~.z,~). 
Доказательство. 

Т.к. ('1,~)~ {6.1.J~} то существует такая правильная под-
становка А- , что 

(I ~ ~ i ; л // G .L 

( 2.) tf [ л 11[J}j11~JJ; 
Рассмотрим произвольное выражение ~о€' fG1 7 J/;) . Дпя 

него существует правИJiьная подстановка ~ , такая,что: 

(А) ~о ~ tJo //G1 
(В) 1f [~o 11.л/il:: ~ 

Рассмотрим правильную подстановку д 
1 

= ~о· /J 

опреде~ение 3.2 и теоремы: 3.4 и 3.~. Тогда 
д 1 ,f[~.z.]= Лоf[ л !f{~et11= 11 о &iJ=~e 

Т.К. lt'[лf[41J~Jtli то (по теореме 4.3) 

11Сдо11 [tf [д f ~ JJ] о V[tз о //.AJ/ J = / 

(см. 

т.е. У0 л 0 //0 1t'0д/'[~1=1 но (по теореме 4.3) 

V. !J
0

/
0 Y0 1J/[.Alj]: V"JJ 0 f 0Li //[Jr}j_]=Y{~,~[»:zJJ. 
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Таким образом, д 1 такова, что: л 1 f'[6.:,]::Go 
V[д1 ЛJ/.tlJ=1 т.е. ~<>-= (~~ J Ah) 

и 

• 

Итак из ~D ~~IJ .J!t) следует rto~~~, ~) т.е. 

(t1,4 }f (GJ.) ~) 
Теорема 5.I доказана. 

Пример!. 

Рассмотрим G/!15.,z,J3б~t. J. ~ ={.J1 tJ2 J ~1~, J1 1J3 3 е= 'l , 

~ .t : J А ~В :J ~ <f ~ t. 

~ ~ {JA 1 Jв, !~ f !в) 

.1 = f (Jд -11),pв~:k),[3в-7!.zh(~~ -7-J~JJ 
-правильная пода 

становка. д //l,.;_ =. t,1 
tt [L~ // [oAJ.zl] = i. ~1 l 1.z , J3 f J.z ~ ~ Л~ 

Jj[л ;f [.дf.tJJ~ Ф 

т. е. {е,1 , .лft} ~ fG.z 7 Jl;_} • Из теоре11Ъ1 5. I сле.цует, что 
(С:1 J J/J} f {6.z 7 )!,_} Можно доказать, что ( t, J, ~} состоит из 
цепочек символов,д.nина которых равна трем и в которых нет 

совпадающих символов. 

f~.t; ~} состоит из цепочек символов,д.nина которых равна 
трем и в которых крайние символы отJIИЧНы от центрального. 

Теорема 5.2 

Если ~t € Bt j Jli 1~ е~ и ~~~ и Ji[fi'i ]= 1 
то (~0 J5,}~ fG,t; ЛJ;} 

Доказательство: 

Рассмотрим подстановку tf • Она явл.яется прави.льной. 
Кроме того (по определению 2.2) для JIIOбoгog ~ t::.. можно 

записать ф 116~~ а значит, д.nя JIЮбого Jfs i в:ыпол-
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няется r} Jj(f = J(/ 

Поэтому (I) </ ll~t ~ ~i 
(2) !Jf [l1fJl'J} = rP 

(3) 11[ r/// .лJiJ ~А 
Следствие 

Если ~ € Et J )(/ее и Jl[.Jl/j = 1 
Теорема 5.3 

Если ~i~ f;t_' Jt{f-tz/i= ~""'~~ ~174)~ fGoi 1P.~)~~3/.лJ;,), 
то (6lJ.л1tJ~r~3 )ЛsJ 

Доказательство 

Из условий теоремы сле.цует,что существуют правильные 

подстановки Л 'и д 11 такие, что: bf: ~ '/1~.i..,·Jf[л '/!~ ]= ij 
УС.л't1~1~л1' ~~ =дt'~3; 

'lf [л "}"~ 1 f':~; 
Тогда рассмо'l'рим д=11'·t:/'. Это /см.теореМЬI 3.4 и 3.5/ 

правильная подстановка,причем д J':: А 'о 6 '' f!. 
Тог да ~ ;f ~ 3 ~ /J 'fo л // С3 :: А '111%~ = ~ 1 ( I} 
Т .к. У 0 L\ ~.#ьЛ/s f: ~ ; то используя 'l'еоремы 4.3 и 4~~ 

получим: Y[л!lJV; ]= Чfоь '//сл"!L~]:; 1t'ол 1?о ?f~A.1t/{:Jt/j].$;l/0д '//plj.]~fli {.z} 
$ () л,f'~ =J/с>д '?о 4 111/µ;;, ]=-J/O ylo4 

1/1° д 11//~sl = 

__ J{olfoл '//о V"L\ ''//[~]= Sол 'tl[1t'0 лtt[J/;]J~doл'/L:AJ:t]= f 

т.е. $од f [Jt/';] = f (3) 

Из соотношений ( I) (2) (.З) сле.цует , что (~1 ,4} ~ (G3 , .А{} 
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Теорема 5.4 

Если д - правильная подс~rановка, ~/=· c..t ,J/Jf s tz ' 
Л [А /.lf/c 1 = tf то (л ,ftli, L1 ffii) ~ {cgt ; А ) 

Доказательство. 

д ll~t- = д / ~t lr) 
$[д ;f~ 1 = tJ (2} 

1f [ д /.fiftl f ь /.flГt (з) 

Поэтому {D ;ff>r: 7 Л /Jt{}~ (rfr_ ,~} · 
Теорема 5.5 

Если ~1- € Et, ел{~~, :li[,Л!J 11 
Доказательство 

то ~i, А)= ri 

След,ует из следствия 4.6 и определений 5.2 и 5.3 

6. Основная задача. 

В введении стави.пась основная задача да.Шiой рабо'l'ЬI: 

представить пересечение и разность двух классов в виде ко

нечного объединенИJI классов, 

Теперь когда поня~ие классов определено,кожно уточ

нить пое~овку зад~чи. 

Пусть ~е. в. Ее. ; ~t ~ Et ; Jl/e' J1f б. ~ 

Нужно представить множес'!'ва (t,1 ,4)П~е,.А!е) И (Gt ,JJ;}\{~e,fifJ 
в виде объединения конечного числа классов. 

Дпя решения этой задачк будут строиться два конеч

ных семейства ПОДКJlаССОВ r~t 7 Jft) , ИСЧерПЫВUЩИХ(~Л4.) 
и таких,что объединение nоД1СJ1ассов из первого семейства 

дает нам кножес'!'во (~t 7 JJi}П~e ;ik) , а объединение 
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под:к.пассов из второго семейства - множество (Gt,J.il)\{8e,JI;.) 
При этом подклассы~t 7 -'4} из первого семейства бу-

дут являться подкласса.ми (~е. J Ре} • 
Теорема б.I 

Если ~t. 7 .flf't) представлено в виде ~i, .J;t }::-ТUГ 
где (I) Т~ И n,(t:, JI:); 

К= }а, f" .1//). 
(2)F= J.1 (~JJ J ' причем 
(З)(~JJJl/;)f(~tJЛlt.} /,t;=JJ ... , ll, 1 

(4) (~ J J ЛJF) ~ {&о .J/i) /j: !, ... ' ~/ 

( 5) (t,: ,Jlf [) ~ (te J_Afe) /k = !, ... , 1г-•) 

rбн&f, Jff'ft~(Z,,JlkJ= Ф /J:I, ···, ~1 

то T=f~t 7.Jl1t)Л{~e JJ!e} 

r ~ ~t.,Jl!t}'\ (ge ' .Jle} 

Доказательство 

Из соотношений (I), (з) и (5) и теоремы 5.I 

следует, что TG.{fч ,JVi)Л{ge.,Jle,) (?} 

Из соотношений (2) и (6) с.педует, ч'fоFП~~],~ J 
®----·-·--------·· 

Из (?) и ( 8) следует, что Г ПТ = ф 
Т.к. выполнено \7) то можно записать: 

TS:(ge.,Jlle}uNJ ТП(6е,~)= i (9) 

Используя (в) и l9) получим 

(!ly, J1t) П ~е, Jk )=fUF )П~~,Jtfe){rП(lf>eJ~)JU[FП(~e)A)]= Т 
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Используя ( 8) и l 9) мы: можем записать: 

Т'(~е? Jfe)= ~ и f'\(~e 7 fie}= F 

откуда: 

( ~f,, .lft)П ~~ 7 А}= (ruF)" ~е, lle)={T\ {te;111'e)JuГr\(&e/A}J= Г 
теорема доказана. 

В дальнейшем нам надо будет отличать переменные из 

~t 7М) от переменных из ( t,t ' .Л~} 
Для этого переменные из (6е , ~) будем обозначать 

сле.цующим образом, признаки этих переменных: 5 7 t, е, tJ 
- - - -

заменим :itA• признаки -5, t,eJ ?7 соответственно. 

7. Равенства. 

Определение 7.I 
1 1 

Равенством будем называть упорядоченную пару:&. .: !Ьt 
где ~е.. - l.- выражение, называемое .певой частью равенства 

~i - типовое выражение, называемое правой частью 

равенства. 

Равенство будет назJiВаться жесткик,если оно имеет один 

из следующих видов: 

lr}Jt =!J (2) ji. ~ ~· 

(5)ji:~ (6) JL::~j 

{21.(6):: !;" ~)(6)~ q-
(rз) Qi ~ \7i (И)q'-~) 

. 
- индексы:;~ е. ~ где ~,j 

{з) it.-= ({ 

(?Jfi=Y 

(II) if"= ~/ 

; (f,~J~ 

~ii--fe>J 

~~i=(l) 

(r2/ rJ:: ~-

- СИМВОJШ 
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Будет равенство называться мягким, если оно не жест- . 

кое. 

.(;./ ,1) 1 ' , 

Равенство (ое =-<oi назовем тавтологией, если~е = &l 

Жесткие равенства типа 4L __ 1el_._( 9 10) ~ 14) назо-
вем противоречием. 

А ;~к Ж1: (1~) е~ О\~0-~--

Мягкое равенство назовем притиворечием,если он1 имеет 

один из сле,цующих видов: 

(r) Р :-~i 
1 

и в Gt. есть хотя бы: один терм, от.пичннй 

от е. - перемешюй. 

(2)ь~= а 
/ 

и в Ье - есть хотя бы: один терм, от.пич-

ный от е. - переменной. 

Результатом применения подстановки д к равенству 

~;=~: будем называ'!'ь равенство д Л~е'] = ~ //(~; 1 
Теорема 7.l 

fZ , t 
Ее.пи ь, и l.l..t. - прави.nьные подстано.11Ки, а <ое ~~l 

равенство , то 

) 
~ 1 1 

(l если·w~ = ~i :жесткое, то 

Л, f[c8~1r:Л.tf[&?,t:'1 жесткое. 

(2) ее.пи ~~ = ~; -противоречие, то 

А 1 //[~: J =А ,t, ff u./. J - противоречие. 
(3) ее.пи 6; =G./ - тавтологии , то 

Л 1 f[ig; 1 = А, f С~./ J - тавтология 
Доказательство. 

Следует из определений 2.2 и 7.l. 
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Теорема 7.2 

Равенство не может бъrrь тавтологией и противоречием 

одновременно. 

Доказате.nьс!'ва 

С.nе,цует иа опреде.nения 7.I 

Теорема 7.3 

(основное свойство равенств-противоречий) 
, 1 

Если раввнство t~ =~t. - противоречие, то 
(~~, f )П{g; J f ): Р 

Доказательство 

Проведем доказательство от противного. 

Пусть существует ~t> ~ ~~J !J)П ft/ J Ф} · 
Тогда существуют правильные подстановки De и !Jt 

такие,что Ле l!c§e=-~0 и лi /«!5l z~o 
т. е. равенство Ае //~; = At-Jf15t' яв.nяется тавтологией. 

Но/по теорJJМ~ оно одновремеШiо яв.nяется противоре
чием, что противоречит теореме 7.2. 

Теорема 7.4 

Если g~ = ~~ - противоречие 

(~е_ ,.л{Jп~: ,лr; }= ~ 
Доказательство 

По теореме 7. 3 (~~, ~) П~; rP )= f 
По теореме 5.2 ~; 7 .ffe)~~~ f} 
Отсюда /по теореме 5.I/ 

r~~,J!e'Jfr~~, Р/ и r~;J~ J!:r~;, ,; 
Поэтому ~~J Jlfe) П {t; J JI/) = f 

то 
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8. Сужения 

Опреде.пение 8.I 
~~ 

Элементарное сужение ь это объект одного и:ЗJБИдов: 

lI) (tr-i) 
( 2) ( v - J [ tff (] j) 

(з) (tJ - i r~Jj) 

где & - переменная, !, ~с. t , J - индекс, ~ ' -.пибо 

символ, либо ( i- переменная. 

Результ~_'l'о~ применения '8" __ к "/f!!-accy { G1 , А) назо-
вем класс ~(t1-6JJ J~~' /(~ ;.~)J~ cYff't) -- ------------, ec~}i--f 1

\ 

еет вид {v ~~}j ~._леk 
(gt )Jrfi и [,f_; f~ ]) если ъ имеет вид (lj- 5[!'Jj] r ~~ 
~tU[iJ ~ ~ }~с~~! __ ~еет вид~;-~~:'!!)~-- __ / / 

-Результат применения Б" к (~t. 1A./-- будем обозначать 
через ЪJftt J .JIJ 

Теорема 8.I 
Если ti б. ci, Yt ~ tt 1 :J([Pt)lj 1 

~ элементарное сужение, то 
или ~/!8t,4)=-P ИJIИ ~f~tJ~)~~t ,Л) 
Доказательство 

Пусть ~ ff6t 7 Jtfi}= ~/, Yt) 
EcJU1 :liVif'JJI rf то по теореме 5.5 ~/(6t__,,4}=Ф 
Рассмотрим случай, когда JГ[.л!JJ = ~ 

Тогда, если Ь имеет вид tzr-t) то 

ь f (&t, А{)~([ o/~t, [~)//А) и ЗLf~Jf tAГt 1~1'> 
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поэтому / по теореме 5.4 / ь/(~t_ ~.л{)i;.f~t' .Jllt) 
:Если S имеет вид отличный от /v~~) то / по опре-

делению в.r;Д <:.лf1 и т.к • .J![Л'.tJ::::/; то /по тео-

реме 5.2 / ~/f<fft., .lft)~ ~tJ .Jf). 

9. Системы:. Преобразования систем. 

Определение 9.I 

Будем называть равенства ~ неравенства отношениями. 

Множество всех конечных :множеств отношений обозначим через 

c..J • Таким образом, rz c.w 

Доопределим отображения 1(: i - ~ и Jf:~ - ~ 

на :множества cv так, чтобы на множестве i они совпадали 

с ранее введенными отображениями. 

Определение 9.2 

Рассмотрим l ~ GJ • Определим :#[l] как множество про-

тиворечий входящих в l , а VL'l] как максимальное подмно

жество несодержащее тавтологий. Т. е. Y[l 1 - :множество отно

шений из ~ , не являющихся тавтологиями. 

Теорема 9.I. 

Если i'-c U) , Л - правильная подстановка, то 

(r) :Ji [l] ~ V[l] 

(2) :fi [l] =51 о V[iJ 

(3) Vc~ ;f [lJ~'l(0д /'oltf[l] 

Доказательство 1.~~+.2 

Сле.цует из теорем ft.31 l/.!/~иpe8~ '/.1 ц rJ.:t,. 
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Определение 9.3 

Системой назовем упорядоченную тройку: ~ 4Х, У, l) 
где: ( r) Х - конечное множество равенств. 

( 2) У ц Z - конечные множества неравенств. 

Отношения входящие в Х и V будем называть условными, 
отношения входящие в r будем называть безусловными. Обо

значим множество всех систем: через S . 
Рассмотрим ситему ~ ~s . Систему, полученную в резуль-

тате удаления всех тавтологией из :z:- обозначим через Pv(~J 
Т. е. если L. ={Х, Y,l} то Py(z)"(l([x], "f[Y], 1f[z]). 

Будем говорить, что Ру не применима к :Z: ~ ~ , если 

Py[rJ= r. 

Определение 9.4 

Деревом разбора равенства G '=l," назовем дерево, в 

корневой вершине которого записано само равенство~ ~g" , а 
дочернии верш!1~ ДJIЯ любой вершины однозначно.~ ,~L--LA КРС 

~яютс;-следующим правилом: ~е-к:Ц::. 
( ) rr' ' rт ".Jг 11 ГУ 1 11r '' I :Если в вершине записано.:;~ =У со , где .:J 1 :; - жесткие 

~ ~ 1 ~ 
терu:ы, ь;~б.Еt , причем -~l lJ или~ r D , то эта 

вершина имеет две дочернии вершины. В одной из ниж записано 

~' rr-'' ~ ( ;; 11 
J :-.; , в другой -ь =ь . 

fZ 1 ( 1/ tr'' ""'' /'/t' " ( 2} :Если в вершине записаноь7=G !/ , где:;, J - жесткие 
е1 11 " 

термы,'=>;~ _ё.6t причем .._/j/f д .-или ~J [] , то эта вер-
шина имеет ~ве дочернии вершины. В одной записано .J'~J'' , в 

•' ~" другой -t> = t> • 

(з) F.сли в вершине записано(t,'}.:{~'J , где 6;6-;; E.t ' то 

эта вериина имеет одну дочернюю вершину, в которой записано 
6'~~ f/ 

• 
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( 4) Если к вершине не применимы правила ( I) ...;.- (зh то она 
термина..п:ьна.я. Равенство, к которому не применимы правила 

(r) ..;- lЗ) будем называть термина!Льными. 

Теорема 9.3 

Дерево разбора равенства конечное. 

Доказательство. 

Из определения 9.4 с.педует, что ДJIИНа (в знаках) ра
венств, запвсаных в вершинах .в.шсоторпй ветви дерева,строго 

убывает с ростом глубины вершины. Поэтому дерево не может име• 

иметь ветввй бесконечной длины. Т.к. любая вершина имеет ко

нечное число дочерних вершин и любая ветвь в дереве имеет 

конечную ДJiину, то (по теореме Кёнига [2~ стр. 412]) дере-
во конечно. 

Теорема 9.4 
"[;\~ ~ ( 6" 
.~:д;ЛИ <о s::::o - жесткие равенства, то оно терминальное. 

Доказательство 

С.педует из определений ':f.. / и 9. 5. 

Обозначение 

121 ,1111 'Гi / 9113 Если <о -=-ro - равенство, то через PL~ .:ъ обозначим 

множество терминальных равенств из дерева разбора этого ра

венства. 

Пример. 

Р[(ё1+t1)~Аб~ 1c--(~A)t8 '.!~l=f iJ. =AJe~ i • exJ JA = t8 ,8=~7~ Je= р J 
Соответствующее дерево разбора: 
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{ ёl ~ i,J1д В i& Je.:: fex А) tE> JJ6. 
г . .;;7 . ~ 
1e.4+-l,t)={4A) J'A 8ё3 Jс =t8J'i> 

' _J / - '\ 
e.J f f.. J. = е.." А J А::- i.в J'Je.~ -!с = !;е 

. / ~ / - '\ 
ig =А L.{1-= е.х 8= &ю е,2' ~ = о 

Теорема 9.5 
J;;I ~ (1 

Е.сли равенствоь=ь написано в некоторой вершине де-

рева разбора, а равенство~;=~l записано в ее дочерней верши
не, то ~/ является подвыражением t3 

/ 
, ~ ~ является подвыра

жением ~ (/. 

Доказательство 

Следует из определения 9.4. 

Следствие 9.I 

Е.сли равенство~1::G,t написано в веIJШине дерева разбо

ра, являющейся потомком вершины в которой написано равенство 

~ ~ ~ '' , то G 1 является подвыражением ~ 
/ 

, а ~ /L явJIЯ-
'' ется подвыражением ~ • 

Определение 9.5 

Рассмотрим ~= {Х 7 У; l} t. S Систему полученную из z за-

меой каждого равенства о Х на терминальные равенства из 

его дерева разбора,будем называть результатом применения к 

'L прави.па разбора мягких равенств и обозначать через ~f5:1 

Таким образом ~:$ ~ $ и fi [:z:J~(UP '[~ ~G'}, У, t }· 
~~''f:X 

Определение 9.6 

Систему 2:= (Х, У, l Jc.$ будем называть допустиuой,если 

она удовлетворяет следующим условиям: 

( I} переменные с признаками j, t,e1 17 

ния из l и правые части равенств из Х . 
не входят в отноше-
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- - - F\ 
никакая iJ- е; zJ- переменная не ~тречается в отношениях 

их Х дважды. 
- - - -

\3} в левые части равенств из ~ входят только ~;t;e1~-

и ~- переменные. 

l4) левая часть любого равенства ~ Х является l - вы-

ражением. 

Мл!ожество всех допустимых систем обозначим через $R_ • 
Определение 9.И. 

Пусть 'Е. = (Х, У, l }cS R_ 

Будем говорить, что L.~$ является результатом выпол-

нения присваивания в 2:' , если имеет место один из следую-

щих случаев (r).;. (~. 
(I) В Х есть равенство вида ёz=~ 

где Х - индекс, ~е 4 , tJ=[(ёx-~}) 
новка. 

- правильная подста-

(2) В Х есть равенство вида~=~ , 'Z=(Л~Х,д//~ t) 
где .%: - индекс, tf. &.t , в ~ есть хотябы один терм отлич-

ный от е - переменной, Л ffix:.. --'>~,)~ - правильная подста-

новка. 

(з) В Х есть равенство вида ;.=!f,2-r~/X,1yf~l) 
где :! - жествий терм, л = [(i,_ ~ g-'}5 - правильная подст~с 

новка. 

(4) В Х есть равенство вида lx.=!J; z'=(д~")(.,tJlfY,l), 
где 9"'.--~ сим~ либо j - переменная, .1.:: fОх.-ФJ/~
правильная подстановка. 
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l5) Правила(!)-7-{Ч} не применимы, ИL='2
1

• 
В дальнейшем будем считать, что задана операция Ра.; g р ~ S 
которая каждой системе ~ ставит в соответствии систему 2 , 

которая яВJI.Яется результатом выполненеия присваивания в L" • 

Лемма 9.I 

Если L..: (1-. J У1 l. }€. ~ , ~ '= {X'/f/lJtS 
и Х, ~ Х 7 Уб q , l f l то !_ 'e.tR 

Доказательство 

Следует из определения 9.6. 

Лемма 9.2. 

F.сли ~ = (Х J У, l)~S R.. 
7 
Х = Х 'U У> '=6J12-'= ('x'uf' [~~~"],У, t_) 

81'0 ~'ESt 

Доказательство 

F.сли равенство 

подвыражением ~ ' • 

~ ~ - является 

Поэтому: 

, то <l1 яВJI.Яется 

J2 11 
подВЪiра.Жением ь /по следствИJ> 9.I/. 

lr) переменные с признаками i,i,'t, 'D не войду.т в правые 
части равенств из Р '[~ '::~"] 
l2) в левые части равенств из Р'[~ ':~'' 1 будут только пере

~, ~"'~ 
менНЬ1е,которые были в ~ и :аачаесrва в.-эсождений любой пере-

\ 
P'f"D f р ''] 

менной в равенст~з Uo : <о не будет отл,,;~~~ от ко-

личества вхождений этой переменной в равенство'У-(это сле)!у
ет из определений 9.4 и следствия 9.I). · 

(3) левая часть любого равенства из Р
1

'С$~6 11] является ~-вы:
\ ражением,тJ,к, она является подвыражением ~ 1 /по теореме I.I/ 
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Т.к. выполнены 1 J, (3) и LeS , то и2-~$12 ---~--~-----~~~~--_z::__---...;_ 

4' [~ 'J:{tf[X'J, V[YJ' V[ZJ) А 
• 

и /по лемме 9.I/ Рц,т[L'J~,1~ _ 
СлучайJ когда Л И11еет вид [!'V): ~6 )5 аналогичен случаю ~ 

д=[ (~ ~ ~ )~ ~ -
Тhлидимеет вид f (i~ ..., 1 Jl , то Х-= Х 'И { t~ = !!J 
не входит в равенства иа Х • 

' '2 А t = (Х 'И !':: 1'5, /J J' У, тогда 

Pv [r 1 ::(yr[xJ, Ч'{л tfYJ, V [Z 1) 
т.к. У[Х'] ~ Х, 'tf[л!YJei, 1f[l]ft, 

то /по лемме 9.I/ Py[5::'J~s~ .Если л имеет вид[/~~f}] 

где !f - либо символ, либо .1 - переменная тогда 
Х~ X'Uf i:t:: :r5 и ! '" { 11,f{X'}U f [/=!!J7 Li~[Vl, l )t Si 

Теорема 9.6 

Тhли 2.~$R. , то Pv[~Jc:SR и fi[~]~$/l. · 
Доказательство 

Следует из лемм 9.I и 9.2 

Теорема 9.7 

Тhли f::{X,Y,l}t.$R., 10 Pv 0 Po..[~]E$t· 
Доказательство 

Рассмотрим ~ '= Р а.. [ ~] 

Если L:~ L то f\r [Z '] е SR / по теореме 9. б/. 
Тhли r•~ то /по опрвделению 9.7/ 2 1

-::: (л//Х >д11'{, 2 J 
где Л - правильная подстановка, определяемая одним из пра

вил(/)-:- (//) определени~9. 7. 

Тhли 6 имеет вид{~ .... G) 'l'O :множество~ представлено в виде 
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X::X'V{{ё..r=~8 т.к. 2'-$ !<. то е~ не входит в отно-
f mения~ Х 1 и Ч т. е. Л ,fX ~ >< 

/ 
, л //У= У • Поэтому 

r.'=(X'Uлf {eiбj, V,l}=('/uf~=!YJ, VJl} 
Обозначим Х'~лf[Х'] , 'J''= ~ /!['f'] А 

Подс81'ановка л j~ заменяет на :7 , где :! либо символ , 

либо J - переменная. 

Поэтому: 

(r) т.к. переменные с признака.ми i,i1 eJit не входят в пра

вые части отношений из Х ', то они не входят в правые части 

Xfl 
отношений из • 

~ -
(2] т.к. никакая t'Je) 7У - переменная не встречается в отно1 

f шениях иа Х дважды, то они не встречаются дважды и в отноше-

/ ниях из х . 
JJ 

\З) т.к. в левые части равенств из Х входят только 

j- t-i- fJ- и ! - переменные, то и в левые части Х'' вхо-
' J / 

дят только J; l; l-J ~ , и ~ - переменные. 
(4) т.к. левая часть JIЮбого равенства из Х является е -

выражением, то левая часть любого равенства из Х является 

е. - выражением. 

Значит ~ '=(X"u[!!::!JJ У'1 l)--St 
поэтому PyfiJёS lt / по теореме 9. б/. 

Итак, в любом случае Pv[~'J~S.e 

Теорема доказана. 

За.метим, что если ~ 1 = 6 '' - терминальное равенство, 

i д=[~ _,,.J/~ где !/ -либо символ, лиtiо J - переменная,то 
~~ /~1=1!,//ft" - терминальное равенство. 
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Учитывая это,заметим, что при доказательстве теоремы 

попутно было доказано следующее утверждение. 

Теорема 9.8 

Если~ с:(Х1 ~l )t$~J 2. 1=(x;~''z/~ Pv0fa.~] и 2 t 2, 

\ то 
() 

( I) Х '' содержит меньше уравнений чем Х', 

( 2) F.сли в Х все уравнения терминальные, то в Х" все 

уравнения терминальные. 

IO. ПриведенНЪiе системы. 

Определение IO • I 

Систему 2 e.s R, будем называть приведенной, если 

Pv[rJ=~, Pv 0 Pa.[~]=~ u f>i [:r:]=z:. 

Множество всех приведенных систем обозначим через$~ • 

Будем называть !' 'eS ~ приведенной формой системы ~ ~$!<., 
, ~ 

если 2: получается из ~ при ПОО)lЩИ применения к систе-

ме~ конечного числа раз операций Ру,,Р1 И (Р1( 0Ра..) 
Теорема IO.I 

F.сли r: l. Sll, Р1 [1=1 = ~ то: 

(rJ Р1° Pvr~1~ Pv[r] 

(2) р! о ptf о plL [1:] r Pv ора. с~ 1 

Доказательство 

Следует из теоремы 9. 8 и определений 9 .• 3, 9. 5 и 9. 7. 
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Следствие IO.I 

EcлJ:i L e.$R, F} [I:] = !: , h - натуральное uисло, то 

Р1 ° (Pt1 "Po..)"T!:J = ( Pv о Ра.) 11. [r.J 
Обозначение 

Обозначим 11ерез li. {z] {где Z 1:: $ ) число переменных 
с признаками j, i~ i и i3- входящих в ~ -{разные вхождения 
одной и той же переменной учитываются один раз). 

Лемма IO.I 

Если L.. c.S R. и Ро..['2:] 4 Z то ii(~ CrJ)< ti (2:) 
Доказательство 

Из определения 9. 7 след.Ует, что если Ра. [ ~ 1 :/; r , то 
-

\ все вхождения некоторой переменной с признаком J, t, е или tJ 

• в результате действия Ра. будут заменеНЬI в ~ на некоторое 

значение, причем (из условияz:е.gR. и определения96 и9'.'1) 
это значение не будет содержать перемеННЬIХ с при.знакамиl,{1ё.ч6: 

Лемма I0.2 

Если L. 6.$ !<.. 

Доказательство 

След.Ует из определений 9.3 и 9~ 

Теорема I0.2 

Если 2:: eS R , Ру[!.] "2: , п.:: ft. { L.} то существует та-
кое t: ~ /'L , что для всеа /'v/:= о, 17 ". ( ) ~+11. 

вЪПiолняется Pi,r 0 Р11. ('] :: 

= (Рут о Ра.) t. [2}, 

Доказательство 

Обозначим через [" i. систему {Pv о PCl}L [L:] 
7 
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) т.e.L[L ч~Li/~•Po_}fz:Jj:o,l,J, ) :&м8а=КМ,Ч'1'0 
Заметим, l/10 P-zr[:r:ol::: Z о u 

1 

1 
" 

f1т[rz.f!]::: fzr орЧТоРа_ [rL]::: р~о fa_ C2:i)= 'LL rf, 
т. е. Pv[:rL]=X.&.. (!. =D1f11.1 ... ). 

Докажем, что существует такое k:6 fL что P~Cтt]=2k: J 

используя метод доказательства от противного. Пусть fMiJ 1 Z.1: 

для t -::0,1, ... / fl., тогда(леммwIО. I и IO. 2)!J_~}.>~)~1i{~PaJ__~~ = 

) - r. } 1 ' / ) 1 i.1 ~ ~~ ( .... ~ ~ ,:.['q ~ т.е. f'{.{Z:Jiz.- ~1z.1r1ctf Jc =D1 J"'J''- . 

l:.t f h h- - (. ) 
· Поэтому {:

0 
fz_ ( z:. c}-{tz 1 !)~ :;

0 
tt tZ lc_fl , 

или fi. { 2 0 } -{h + i)=:- J>;-ti. {z:и r-[) противоречие. Таким 

образом существу•т 1: ~ /i, ~что Ра.. [~k~ но тогда 
( Ffr о Po..}f 2:1c] = Py[r~]=r1-. 
Значит (Ру 0 Pc..}rn [Zj):: r. r.._ т. е{ Plf 0Р4..} ~~LLJ={R/~Pc..) f'J:] 

{№ = oJ {J J.' ".) 

Теорема IО.З 

Если l: е$~ 
7 

tz. :ti ( '!::} 

!:~ {pvo~}~ Ryo~[L] 
Доказательство 

:~вуетt:~h такое,что 

является приведенной формой ~ • 

Введем обозначение z:.0= PvPPi [~J , -X.t. .{P.,,,-cfo..)L[L.9](_~1;~1".) 
~ т .к. ~[f'1[!:]] = Р1 [!:] то ~о теореме IO. I и сдедствию ro:t) 

l 
" , 

~ [r()J = L 0 и Р1 [z:Ll~r: i. (r} (! = ~~7 ".) 
-~ 

Аналогичным свойством обJiадает и Ру : 
Р~;т [tol=Pv()P?f 0 fi L~= Р11°f} ~] =-~ 

и р у [1:: i.1 = P?f о Р71 Q & [1:[.1] = Рчт:~~~ ~I:2!:__ { 2) _ &. _:: о J !? 2, . . ) 
Т.к. fV[r0 ]=L'0 -i8 (по теореме I0.2) существует та-

кое t ~1z(~)чiro {Ру оРс.} [~о]= (Ру о Poj с [zo] ( З) 
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Т.е. {см. ·,(l}·-7-(3)) существует L~h_(~o}~Fz_{z-} такое, 
что Pv [:2:cJ= 1:1:: ; Fj [У~] =[k j {Ру "Ре.. )[r~J: 2: t; т. tZ. 1z:k 6$/l'. 

\ Т .к. 2..k=-{Pi,тoPa..}"ЪPzr"f.t [т-} то z::~ является приведенной 
формой L . 

Обозначение 

Обозначкм через Р отображение, реализJемое некоторым 
1 1 

алгоритмом и СDтавящее в соответствие 2: ~sR. систему Z €..<) R 

яВJiяющуюся приведенной формой 2- • 

Например,в качестве такого отображения можно взять 

{см. теорему I О. 3) Р определяемое следующим равенством: 

~ - f(zj=(Pv~e.J"- ~]P'L o!t)C~l~i. р c;r=~J~ --
Определение II.I ~ а ~. ~ ~ 

Будем называть расщеплением конечные множества суже-

ний сле,цующих видов: 

(1) f {e.L- - о )J (ее_ - ut_}~ 
(2) {_ {(_t. - а )7 ( e.i.. ~ ije L }] 

(3) ~(€- L ~о} , ( е i 7 е i fj) ~ 
(4) f (Oi ~ /.. j ei_ \)')j 

( 5} l (lh: - ~ i i J) J 
( 6) f ( t 1. ~ i i_) , ( 1. i -> (е ;_)}] 

. (?) i(ti ~ (/jJ (ii ~ t ['1t)~ 
(в) { (t t ~ lt); (it. ~ t u~J t.)3 
l9) f ( J i. ~J (~ i _. ! { ~ L) S 

·~O)f (Ji ... Jk)J (jt. --.J[S1cjj_)J 
где LJ·, k._ -индексы, tГ - символ. 

Индекс j в расщеплени.х вида (2}..;. (5) будем назы
нов~1м 

вать llйf1·21. Старыми переменными будем называть 
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ei в расщеплениях видов 

vl в расщеплениях видов 

tiв расщеплениях видов 

ti ч \в расщеплениях вида 

!f.в расщеплениях вида 

1 i ч Jk. в расщепления вида 
Определение II.2 

lr) -;- (з}, 

l4); l5), 
(6) и(?) , 

(§), 
(9), 

(ro}. 

Пусть ~7 Jlf} клавс, а P:ffн, ... ,Stt.5 расщепление, такое, 
Ч'l'О все старые переменНЪiе Р входят в {~7 Jlf) а новые индек
св; Р (если онк есть) не исполь~ в{t;,JJ') • 

Тогда множество классов 'fi::f$1!!(6,.лf}, .. "J ~n./{%/)j 
назовем непосредственным расщеплением класса (G7 .;1/} порож
деНШВI Р . 

Лемма II.I 

Если D -правильная подстановка такая, что~= Л #'ь 
где ~о е fo ч~е Et. то 

( I) 1!~ \\ с/lл /( 
(2) Для любой i) Е-1/С:# въmолненео t:J J[zJ]E В-9 

Доказательство ~~/( 
(r) От противного. Если Какая-то переменная из ~ не при-

нимает значения в ,1 , то она будет входить в д ?'[~]=~о 

что противоречит току, что ~о~ ~ 

Cz) От противного. Если значение некоторой переменной u3 ~ 

в д будет содержать переменные или знаки t то в ~0=л//6 
будут входить переменНЪiе или знаки ~ что противоречит 
ТОМJ, Ч'l'О <S 0 € Е9 • 
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Лемма II.2 

Если Л1,~~ - правильНЪiе подстановки, 

л1 Иt:-.<, - правильная подстановка и JlJU1. любой2J~\\д.)/ 
/ въmолненео, что ~1 f[!J]( t9 , то tJ1 ·Л.l:Л1 И D. ;,_ 
D ·~ 

Доказательство 

' По определению 3.2 
~ л ·д =f (7i-д1 f1[v 1) fzJc 1/д 11/\ 1 л.z l\5U; [(о ~11/ L\~,f[ZJ}}/rJs 11л2Jf5 
~ 1 l ...___ 
Т .к. ь 1 Uьl правильная подстановка, то (по опре,целению 2. I) 

1\ Л 1 ~ ~ \' л .z 1\ = Ф т~е. 1\ 6 1\ \ 116 2 }1 = \\ L\ f // . 
swn 

Т. к. д.пя любой lJE. f/ д.t ~ 2 с.~'° то (по определению 2. r) 
( 4 1 /0~cl.;fLlYJ::4J./['tJ Поэтому ЛJ •Л.z:: {(~~л/[lJJ}/D.:/lл1/l~U 

t) 

.., л 1 ;f[tт])/rтe /1.д.z //) =л 1 Ил.t 
Лемма II.3 

1 , 111 , / 11 llf } 
Если l!. 1 Л, tJ J Л - правильНЪiе подстановки Л.= с. ·rA ·6 /J 

~о ё Д ;/ ~ J r.{ { Л tf }1! 1 = rp J ~ ~- ~ l'f ~ ! j!f ~-Л #IJ _Л/ ~ 
где ~ 0 ee07 ~e.Et_,.Jlч.11etr, , то ~0 е(~~А!} 

Доказательство 

Заметим, что д //-= !.1 '11 о .ь. #'" ~ /fl ;f =- (t> 1. L!/) //с> д 111 f 
Поэтому (л ~ л 1~ //ь ~ л/16 ::~о и Уf.(л '- л"}//Р 'J:: lfV./.i!J = fJ 

т.е. ~0c{G;Jt1') 
Лемма II.4 

F.с.пи L1 правильная подстановка, такая, uто ~.:- L\ //~ .1 

V[л!JIY]= Р (гдer%/~"J~ett, JtJ~rг ),то существует л1 пра-
вильная подстановк~ ~о:л l !~" ?( [ .Л J ;f..,{!] =- ~ 

11 А J 11 = llG 1( и 11J[f11 
Доказательство 

Рассмотрим л 
1 

:- [( z) ... А,1,1' [ty]} //Ус)/ S //U{IJlf /I J 
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По построено llA1fl=ll~l/Ul/Jl// 
л //<!>? л / ;f~ J д /fi'=-jj 1/fi. 

Теорема II.I 

и{из определения 2.2) 

Если ~={~!J~}, ... , (<f>п.. 7 ftfl)J; является непосредствен-

НЪIМ ращеплением класса (G ,JJ) порожденным е={~1 .... ' ~ п5 
и Ji{ЛI]=~ тo(~,P}:Urt{~kJ.JlfA:) 

/c:.J 

Доказательство 

Т .К. (~l/lft.}-=~t!l{6JI} иli[Jlf) = 1' то (по теореме 8. r) или 
~LJ!i}= Ф или{~i1 лft.}~(S,Л!} т.е. в лDбом случае {по теоре

ме 5. r} (t,Jlf}~(GL,дi_} , 
Поэтому {~ ,Jlf}a И 

14 (6 k?) Jt/Jt.}. 
k:{ 

Докажем обратное включение. 

Пусть ~r/ {f, 7 Лf). Тогда ~о определению S. 2 ) сущест-
вует правильная подстановка Л , такая, что tl,o=()./16 и 
Y[6/Jlf]::: Ф Будем считать (см.леW1.J II. 4) что 1\л l/=\\~l\VJJЛl/ 

Докажем,что существует такое i ,чтo~c/-{t,L,Jl'i} 
~ 

Дп.яэтого рассмотрим все воа,а.вые. виды расщепления Р , в - й 
соответствии с поределением II.I 

lr} Р= f bJ, D.t 5 где Б1 имеет вид /ei ~а) , ~ .t имеет вид 
(ei ~ tJi.) ~1 = [д1~/~; ~ = [д11.]/..;1!. 

~J.: fьJ.J 115, Jlf1 ~ [ s~з ~..лt. 
По условию теореМЪI e.;_c.f/G 11 следовательно (по .пек

ме II. r) e1,.c.. llлl\ u лf[eL]=6~ to Рассмотрим .л ~f)'\f(ei ~t,)j 
Из леММЬI I I. 2 следует, что д: f. 1 И[~ i. ~~ )J = /J ~ f (е i. -d, ')j ~ 

' Дп.я ~ возможны два случая: 

(r.r) ~';о ,тогда 6 -=-~J~1J=~~r11~~)и (по лемме rr.з) 
~() б (~{ ,flFJ} 
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(r.2)~/ о В этом случае л~f{l7L ~t,)j - правильная подста

новка и д ~f ~.2~-= i~c~~) J т. е. t1 :-l.I~~ '; ['~J. ~) и по лемме I I. ~~~J'j_;) 
Случай (I) разобран. 

l2)P=i~1/ь.z) где ~l имеет вид(е1~а) 
~ .l имеет вид ( ei.. ~ t) е L) 

&1= I ~1~11~ )Jl/J • f ь/5f.;rr, ~J --f д.2 Jf~JlfJ =fд:)!f л 
По условию теоремы ei с//~ 1/ следовательно (по лемме J. I ) 

l.i 6 1ft1 lt и д [ei]=t/€Eo 

Рассмотрим д'ч~.\f(et.~G')~ Из леммы II.2 следует, 
что ti: д 'Uf{et, ~~)J=д '-f (ez...,, G 'Jj Дnя ~' возможны два 
случая. 

(2. r)~': о 
(2. 2)g'= а 

J'I! t/ ~КС f9 

тогда л:1/(РJ~1)} и (по лемме II.3~/(t!,JJJl1} 
fг' ;;; / с;'' " (/t' (( 

Т. i.. <о е ~ тоео = 1 ~ где J -жесткий терм 

Тогда подстановка д~-f(tJ~Jdft. ~}является 
правиаьной подстановкой. 

л"·fЪ;.~=f (i; ~f);(ei~ !!~')J 
Т.к. tj U е '- не входят в \IЛ(/ ,то Л 1U~~[д.t)) пра-

вильная подстановка. 

Поэтому (лемма II .2) 
Л '. (~'~ f S.z~): л 'U f (tJ ~J')) (ei. ~J!, 1/J== ~ V f (tJ ~ J)) 

Обозначим. д1 =ЛИ l{i_;-~JJ) Т. к. для ваех переменных 

i5 из ~ и .Jf д1/[1']=лf[v] , то(см. определение 2. 2) 
'Ь л1 !fcl = fJ /16 =rEo и У[tч !ЛI]= Y[л/Jl/]"' f 

Т.к. А 1 =с/(л'~{~1У ,то(из леммы rr.з) ~.f(GJ. 7 ~~}· 
Случай 2 поJmостью раасмотрен. 
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СлучаJr, когда Р имеет вид соответсвующий видам(з)-;.(б) 
разбираются аналогично случаям (2) и( I}. 

(7) Р=[~1, Ь; J где о1 имеет вид {ti - ([} 
3.z имеет вид {t i - t. [С[]/.} 

Т .к. t[ € \\~\\ ,то по (лемме I. I)ii с: 1\ь\\ и дf(tiJ:_nEo 

Рассмотрим c/=A\Htг~J'}J Из леммы II.2 следует, что 

д:: л'И f(li ~J1J:: Л ~ f{t ~tt'JJ. Я!JJ&~~~~· 
gJ: fБ1J/~ ' А<: {~1Jf.J/7 
~,,t =~ , JJi ==JfИ f ti f 1J * 

Дnя J'' возможны два случая: 
(7.I) J':f[ тогда д::л'·[~1J= л~(Р·f~1~} 

и по лемме II. 3 ~о [ {~1j Jlfi}. 
(7 .а} !J=.f ({ тогда, Т.к.7Е Ео нераВеНС'l'ВО J''.f r( 

является тавтологией (см. определение 4.2). 
А / f,tl = t1 //~=~о , 

У[!) /.;f/,z 1 =V[Affi!J VV[6 !lf t if 1JJ = tf;U V[f YtCТj] =Ф 
т.е. c%,c€{~.z;~) 

Случай l~ полностью рассмотрен 

Случаи ( 8) -7- (rq рассматриваются аналогично слу-
чаю ( ?~ . 

Итак в любом случае существует l такое, что 

~Q.Jli.} т.е. rt0e~Jflf} влeчeтto~U'fGi,.1/_J_) 
t..=-! 

Поэтому (~, JlJ') ~ V"' {d, L, Jlt} 
(.,:/ 
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системами. Те минальны:е системы. 

Определение 12.1 

Результатом применения сужения ~ к системеr.{Х,Ч)z)Е$ 
назовем систему Ll , определяемую по сле~щим правилам: 

r:'=-(f ~Jtfx) [~)~V,f&5?l) если~~~ является подстановкой. 
2._

1:-{X,y
1
\ft1.IJ'J7 lVftt.1Jj) еслиh имеет вид(ti-l[f1i}? 

l:~-{K,Y\ t11. fJr].i lU{~i. 17), если S имеет вид (:JL. ~ J [J' Ji}. 
Результат применения сужения S к системе 2 будем 

обозначать через ~Jz: 

Теоремеа 12.1 
- - -

Если 8 - сужение, в о не используются J7 t; е -7 V- - -

переменные и 2: c.S R. , то о/ [z: Je$ R · 

Доказательство 

Следует из определений 8, 1. , 12. 1 и 9. ь • 
Определение 12.2 

Пусть L - система, ~ P=-f~,, ... , ~ 1t. ~ - расщепление та-
кое, что в Р нет ~·7 i-, ё- ч 1J - переменны:., все старые пе-
ременные Р входят в 2 , а новые индексы Р ( если они 
есть) не используются в L . 

Тогда множество систем М = f 5, 1/1:, ... , ~ttfr J 
назовем непосредственным расщеплением системы Z: , порож
денным Р • 

Определение 12.3 

Приведенную систему ~ :::(xJ ~ l) назовем: 
( I) rf - терминальной, если .Ji [Z 11 ~ 
( 2) F - терминальной, если Jf [Z] = tf 

и JJTXUY]# ~ и.пи JJ[l]rf и существуют~,J~J<fЕ~ 
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такие,что неравенствоGJfG,t входит в l и рав11нствоG1=~~ 
входит в )( • 

(3) Т - терминальной, если Jf [l] =-1 и '{:<; .- ~ 
1 

Систему z. €. $ 1г.. будем назsвать терминальной, если 

она является или ф , или Г , или Т - терминальной. 

Обозначим множество всех терминальных систем через$ i 
~ " множество всех ~ - терминальных вершин через S ~ , :мно-

F с,....-..бе.м $ 
жество всех - терминальных B8J:ЭllftfН через f , .множест-

во всех Т терминальНЪIХ ~через $7' . 
Теорема 12.2 

Дпя те:мина.льной систе:мы JJ имеет место один и только 

один из сле.цующих трех случаев: 

(I) она является ~ терминальной 

(2) она является f терминальной 

(3) она является { терминальной 

т .е. $7: St; U$r USr, s'rП$r = Р J Sp ПS'r ~р ;$1 ПSт ~ f 
Доказательство 

Следует из определения 12.З 

{1з. Генерация расщепления~ сужений.~ 

Теорема 13.l 
- $, r Пусть z.. =('Л,V7 Z)c R. \S -r.". ~ ,~~ 

Тогда вид любого~i совпадает с одним 
из ниже перечисленных: 

( I) (/: f-t

(4} J~ = ! L 
(7) (~ )~ ti 

~о ).r~1 = zt ~.z 
(tз)a::-ei- 1 ". е;_,,. 

(2) ~ t {. ( з) -1 ~ = r 
(5)-f;г=i{, (б/h_ -=t;_ 

(в)i;-k:: e.L.1 ... -f'- 4 (9)!!&1 :: ei~L 

(rI)G1 .1\:~.z е L {J.2)G1J~~.z rzYi 
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и вид любого неравенства из У не содержащего 1-J-ie-, :Ь- · 
переменные совпадает с одним из ниже перечисленных: 

\14}JilCТ (15) JL f Jk_ 

tг~ tt. l 5k. (16) ti 1 ([ 

где k, i J LJ ... L '1 

- жесткий терм. 

- индексы, k/i1 f о- cиv.вoл,~1J~.z€'f:.t.7Y
1 

Доказательство 

т.к. ~~ s~ то в ';( - все равенства терминальные, 

не являющиеся ни противоречием,ни тавтологией. Такие ра

венства должны иметь вид, совпадающий; с одним из видов 

(1) ..;.. (13) (это сле,пует из определений 7. l, 9. 4, 9 .J). 
Т.к. в У нет противоречий и тавтологий,то любое не

равенство из \./ не содержащее ~-, t:; ё-, i)- - переменных 

доJIЖНо иметь вид, совпадающий с одним из видов (14}~ (I?) 

~это сле,пует из определений 4.1 и 4.2 ). 

Определение 13.l 

Будем говорить, что система ~=('!.,~l}f~R. пра-
вильно специфицирована,если любая переменная с признаками 

-
j
1 
t J е или tJ , входящая в У , входит в Х • 

Теорема 13.2 

&:ли ~:("l.1 V,l} - прави.пьноспецифицированная 

~· сужение, не содержащее J; l; ё·, J - переменных, то 
система Pv [12], Pv е PoJr JJ ~[~]Jp[:r], ~fT~] правильно 

специфицированые. 
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Доказательство 

(1) Равенство- тавтология их Х не может содержать 
·- - *., ~ 
~- J-ё_.1)"- переменных, т,к, ани могут входить в правую часть , "'1 
равенства, а у равенств-тавтологий правая часть текстуаль-

но совпадает с левой •; на• частью. Поэтому 1.f [')(.] 

будет содержать все lj i; ё; iY - переменные, входящие в Х • 

Следовательно ft,1{):] - правильно специфицированная. 

(2) Из определений ~3 и CJ.1 с.педует, что fVofa...[L.] 

правильно специфицированная 

(з) Из определения 9" S' следует, что fi[z:] правиль-

но специфицированная. 

l4] Из (1}-:-\зJ сJiедует что p[z:] правильно специфи

цированная. 

(5) Из определения 12.I и условия на~ следует, что 
~,f Z правильно специфицированная. 

Определение 13.2 

Пусть l,/!~J.. - отношение равенство или неравен-

ство , а Р= f~f, ... 7 Ьп.. J - расщепление. 
Тагда будем говорить, что это отношение требует рас-

щеп.пения Р и писать ~ 1t ~J. 1- Р если выполнено одно из 

сле,пующих условий. 

lr) Птношение имеет вид ([:: Ji.. или -$i. = rr 
Р= [{5L ~ fl),( 1L ~ J[({]L-)3 

(2) Отношение имеет вид Cf::ti. и P-=[(tc-rJJ (ti~t.tvJLJJ 
(3) Отношение имеет вид Jr- ::f_;_ и Р ... [ {Li ~!~ J~t-l[.Jё]L)) 

( 4) Отношение имеет вид ~k:: ~i. и Р =HJL- J li)7 (!i ~~и 1с J i.)) 
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( 5) О'Гношение имеет вид 5,t=-li 

(б) Отношение имеет вид{!}= t i. 

и P=I{LL ~Ji);(tL -"(eJ)3 
и P=Hii _. Ji}' ~ i ~ gL))5 

(?) -Отношение имеет вид 1Л:: f:-i, J ... е L 1.i 

f_- f (e iк. _, D J7 (~ ik -.1fi k )3 
l8) Отношение имеет видJ'~=е1.t1. и P--[(e;,.._;,D)J{ec:;,~e.L..}!; 
(9) Отношение имеет вид J''tt1=?Ji_l,.;_ и p"[{'bz..-"ije. i.)~ 
(10) Отношение имеет видG/1~~ ei. и Р=[(е1. ~ [/ };(e.i ~ eLij~ 
(Il} Отношение имеет вид~/ :l'=& 7J;_ и Р-= [(vi. - R-i t j)J 
~2) Отношение иМеет вид a~et. 1 ... eitr и p::f(ei,,_ ..,a);(eik. _.OfJ/J/k€fi,h) / 

(1з) Отношение имеет вид Jif tr и P=[f.JJ_ ~IТJ{11.·-.J[tr:)t_ )J 

(14) Отношение имеет· вид Ji f IJ:: и Р=: f (11.-:J1::}J(Ji • J [:f 1t] 1..)) 
(15) Отношение имеет вид iif.Jk. и P~l(t;_-.J;)J~i.~t[J~i.}l 

(rб) Отношение имеет вид ii !~ и P=[(t"t. ~J(i i ~ f L~L)) 
где t1 l,i1, ... , in. - индексы, ~JJ~ t)&'l. , 7 - жесткий терм. 

Замечание 13.1 

Из опредеJ1ения 13. 2 следует, что если отношение~11 ~.<.. 

имеет вид совпадающий с одним из видов , перечислеННЪIХ в 

пунктах (I)..;.. (Jбl определения 13.2, то можно по BИJIY~J~G.z. 
выписать расщеПJiение Р , такое, что С:1 {{,:i f- Р • 

Определение 13.3 

Будем называть~€$ нераскрытой, если 'l.l$;Jт(J1' 
иr. - правильно специфициравана. Множество всех нераскрытых 

S u • ~-систем обозначим через ~ 

Теорема 13.3 

Если 2 =('1', У, l}ESU 

требующее расщепления, 

, то в~ UY есть отношение, 
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Доказательство 

Если Х = fJ , то (в силу теоремы 13. l, определения 
13.2 и замечания 13.l) любое равенство из ~ требует не
•оторого расщепления. 

Если Х:: Р , то Ч f Р ( т, к. ~ f.Srr ) и в У 
нет I-, i j 2--, if - переменных ( т. к. 2: ~g и ) . Тогда, в 

силу теоремы 13.l, определения 13.2 и замечания 13.l, лю

бое неравенство из'/ требует некоторого расщепления. 

Определение 13.4 

Пусть z: =(Х 1 У1 l)t. S и! Р - расщепление.Тогда бу-

дем говорить, что S:.. 

вует отношение в Х UY 
требует расщепления Р , если сущест-

требующее расщепления Р • 

Замечание 13.2 

В силу теоремы l 3. 3, если r = (~ 1 У, t}t:. S U , то 

существует Р - расщепление, такое, ито L требует Р , 
причем (см.замечание 13.l,теоре.мы 13.l и 13.3 и определении 

13. 2) можноJ' взяв любое равенство из Х или неравенство из \f 
---- , не содержащее i1 i.j ё; & - пере:менНЪIХ, составить 
расщеПJiение Р требуемое системой L • 

Обозначение 

Обозначим через У отображен~ реализуемое некото

рым алгоритмом и ставящее в соответствие любой системе Z с.$ v 

расщепление, которое требует Z. и новые индексы которого не 

(sи используются в ~ • Т. е. если!' то ~ требует рас-

шепления о[!: ] • 
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Теорема 13.4 
Если L"~~ р"~'[1:]:: [~1, ··· J ~~J 

является непос~едственным расщеплением 5-: • 

Доказательство 

Сле,цует из определений 12.2 и определений t . 

Теорема 13.5 

Если ~~s~y[r]=[~J,-··1 ~пЗ 
Доказательство 

Сле,цует из теоремы 13.2, определения отображения Р 

и определения 13.3. 

Определение 13.5 

Деревом сужений системы Z:
0 (где z:: 0 

- правильно 
специфицированная, 2. €5 R.. ) назовем дерево удовлетворяющее 
сле,цующим условиям: 

(1) В каждой вершине этого дерева записана система, а 

каждому ребру приписано некоторое сужение. В корневой вер

шине записана Р[ 1:. 
01 . 

(2) Если вершина п. , в которой записана система 2: 

имеет k. дочерних вершин tZ-/ 7 ·· ·1 tz.1-z.. , в вершине fl..(_. записа-
\ 

на система Li,. , а ,цуге ве,цущей мз вершины h в вершину hj_ 

приписано сужение Б i / см. рис. I/ 

(рщ,_ !) 

ТО ДОЛЖНЫ выполняться сле,цующие условия: 

tб \ ' ---) d tl \ "Z. Q [~ 1 
1\,=- P[&'c:JIL=l (L=i,.--,~) 
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Теорема 12.6 

Если :L ~ S R... - правильно специфицирована, а 2- -

система записаная в некоторой вершине дерева сужений s: 0 

L) 7' 
'!'о 2.. eS US . 

Доказательство 

От противного. Рассмотрим вершину fZ- такую, что она 

имеет минимальную 

писаны системы не 

Вершина ri 

глубину среди всех вершин, в которых за

из svusr 
не может быть корневой,т.к. Pf. ~Jc-5uUS 7 

/по теореме 13. 2, определению оператора Р и определениf' 

13. 3/. 
Рассмотрим вершину tz..' - родителя вершины п.. • Система 

fl' А ~ r 
2:: записаная:з в'УдdЖна принадлежать 5 VS (по выбору п ) • 

L. iS r т. к. tr не определена на s,,, и значит вершины: в ко-
[ё,иёfёйZ1 ~ 7 

торых записанЬl из S могут быть только терминальными. 
Значит ·~):$v Пусть ~ - сужение приписанное ребру веду-

щему IJ n' к ti • Тогда в вершине IZ- записана система 

5:.~ f' [5#" ~] и (по теореме 13. 5) .L. €.S v (Jj'Г .DРотиво-
речие с выбором h • Попутно доказана: 

Теорема 13.7 

Если ~ - система записан~ в вершине h. Из дерева 

сужений системы 2 ° и z~g '/' , то п_ - терминальная. 

Обозначение 

Пусть~ -;(f. 7 '/, t.)e.5 R 

Об означим через 

~!f суммарную длину (в знаках) левых частей равенств, 
входящих в )( и имеющих вид отличНЪIЙ от вида!f!:.!f 11 

а--1 ff'' 
где ~ и J - жесткие термы. 

f_(L) -со-""~ _i;~) i'X~,.=. 
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1tJ1:1- число равенств вида 7 1=r- , входящих в Х где. 
~

1

у11 
- жесткие термы 

/l.i~)- число неравенств в У 

tz.e{z) - число е... - переменных, входящu в '/. и У /разные 
вхождения одной и той же переменной считаются один 

раз/. 

Определение 13.б 

Сложностью системы: rt.$R.. назовем упорядоченную 

7fJif;J;· чисел: t(~J=fiМ'; tz-.{:E}; n; (2}l п~frJJ · 
ft. 

Обозначим через N множес'!'во всех упорядоченных 

f1.- - ок натуральных чисел. Введем на множестве /N} fl.. 

лексикографический порядок обычным образом: 

если 

Пусть а. = (а_1, "· 7 а." }Е. fN h. 

g-=-(C11".1 gh)t IN/n. 
Будем говорить,что 

существует L e:[J7 J , 
{r} Qt ::-{; 1-:. для всех 
(2) СА.. L <. ~ l 

Теарема А 

(Л,_ строго меньше е 

такое, что 

с €_ [! 7 l-J и 

и писать о..< g • 

1( 

Для любого натуравьного h в множестве /№ не су-

ществует бесконечной, строго убывающей последовательности. 

Доказательство 

Утверждение теоремы докажем используя ин,цукцию по Vz_ 

База индукции 

При h S: i. утверждение теоремы выполняется. 

Шаг индукции 

Пусть при h: Jc. утверждение теоремы выполнено .Дока-

жем, что оно выполненео и при s-, = J:-1 { • 



- ьо -

От противного 
1:-+' 

Пусть существует в1'! строго убывающая бесконечная 

последовательность: 

0-,fJl" aJ.2~ . .. > а_r1и~ ... j ~! (щJ (..,1 /А J; k: 1- 1 
а .:=~11·"J a_kц}t; 1111 

(~ч) . 
Рае.смотрим последовательность натуральных чиселi~ 1 j · 

Т .к. dшSaJщ~I) , то последовательностьfс...1(шз не возрас-
тающая ~см.определение 13.6). В этой последовательности 

(чо) {'1of Р} 
с некоторого номера '10 все члены равны а...1 : а... 

1 
(в противном случае из нее можно было бы выделить строго

убывающую последовательность натуральных чисе~. 
Рассмотрим последовательность 

1'/Р_} fc:_(1нtP) aJl.fofPJ)t_!ЛЛk /р_" 1. о_/':,. ,") k:..-+:l lJVI ~1 _ J.,21 ." 

т 0.JkofP o.J'-f.ol- P+lj Q. (tto tP} (чo+Pfl/ 
.к. > и! =а.1. ' то 
~ f P]) ~ fF т /} 

т.е. построена бесконечная стро

го убывающая последовательность в 1'Ylt:.. Противоречие с пред-
положением индукции. 

Теорема 13.8 

Если 7: (S~ , то 
(17 с f PvC~~~ ~ (i) 
(2) с_ (P'f 0 Po..[~J)$ C(:r} 

(з) ~ (р{ [ 2J)~({x) 
(!!) е ( Р [1:" J) ~ с ( ;2) 

Доказательство 

(3} следуе'r из определений 13.6 и 9. S . 

~2) следует из определений 13.6 и ~-7. 

/см.также доказательс'!'во •eRfl~ 2 / 

ll) следует из определений 13. 6 и 9. '3 • 

(4) следует из определения Р и пунк'!'ов (r) ~ lз) 
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Определение 13.7 

Сужение ~ назовем упррощаlСНllМ для системы .L , 

С.. (Р~ 5 '1~1 )'- ~ (5: ). 

Сужение Ь" назовем последним для системы z 
р о ~![1:]'-~1' 

Теорема 13.9 

Тh.пи 2:" ={:;<. 7 V; i)t.$ и 
то для любого i-:-J, .. ) '1 или ~L - последняя для ~ 

или ~i- ~~~для~ • 

Доказательство 

Система 5:. требует расщепления Р т. е. сущес'rву

ет отношение i rj 6 r, (равенство или неравенс'!'во) из 
~t:JY которое требует Р . Пусть 2 i. = fD~L //(r]. 

Доказательство данно~ теоремы получается из расс

мотрения всех случаев для этого отношения и расщепленияР 

~м. определение 13.2) и опирается на следующие шесть утвер
ждения, в справедливости которых не трудно убедиться не

посредственной проверкой. 

(r) F,сли G 'f ~ '' и Р имеют вид соответсвущий пунктам 
(1)~(5) определения 13.2, то 52 - последнее для 2: и 

t/"l.,)~щti r~ t) ~ л;. r z Ji ir=(-x, J< fl:: 1~;. 
(2) Е,сли l, '; ~ '' и Р имеют вид соответсвующий пункту 

(9} определения 13. 2, то ~ .t. - последнее для ~ v 

е('1.,)< fttJ-p_{z: !) ~ 1( r}. 
(3} Если ~ j l, 11 

и Р имеют в соответсвующий пунктам 
t(*f,)' t 

(7), (в), (10) опреде.пения 13.2, 81'0 ~1).~Ц~),· lf:(r,J~ tz.__ (:r )1· 
~ i ( rt)~ ti t (:r); he_ r~ i)' h-e..f r); 'Ц i (rtJ )< 1r~J 
(41 Если ~ / ;ct '' и Р имеют вид соответствующий пунк-



- 52 -

там ( gJ , (11] определения 13. 2, то i~1} < X.(r}. f(J".,) ~ -iC2) 
( 5) Если ~ / .[ ~ /( и Р имеют вид соответствующий пункту 

(12} 9рределен~ 13.2, тр СЬ,t - пос)l~днее № z:: J и 
[(!,) f ~~7.,.[r J. 1~ "J.f :r.Ji h_Jr-J{:,, и =/!-Ji h 1 fr ,/~ ti.=cr;; 1-i е.{т.11< 11 ~rz · 

(6) Ее.пи~' ;t;/ и Р имеют вид соответствующий пунктам 

[3)~ (r~ определения 13. 2, то ~1 - последнее для 1:: и 
t(!~=fh.);';J,(rJ.)= 1./r)i h~(r~J=п::(:r.}i и; (r.z)< h-;(r}. 

Теорема 13.IO 

Дерево сужений 2.. 
0 
не может быть бесконечНШl. 

Доказательство 

От противного. Пусть имеется бесконечное дерево су

женийit'См. определения 13.5) каждая вершина имеет конечное 
(может быть пустое) множество дочерних вершин. Поэтому в 
бесконечном дереве сужений ~ 0 должен быть бесконечный пу'rь 

(теорема Н:ёнига [2,c'rp.472]): "1/ 1 lf2..1 И·~п .... 
Пусть в вершине h i записана система 2:: , а ребру 

ве,цущему от tz.i к h..[, " f приписано сужение д L {i = 1.,1., 3, · · .). 

/см. рис. 2/ ·~ · 
htiijj 
11.t !:' 

"6'2_ 

~~1# {Jш(. ~1 
... ~ ~ 

Из теорем 13.б, 13.7 1 13.9 и определения 13.5 сле,иует, 

что r i t.S ~ r L i 1::: PCдt'/lr], z i f g 7, d i ~ "'f[~ il 
Никакая ~ i не может быть последней для ~ i , т. к. 

z::. t + { 1-5 7' поэтому ( теорема 13. g) 
Si - упрощающая для~ i т.e.(..(ri)x(z, чfi· 1,1,з, .. .) 

т.е. сущес'!'вуе'r бесконечнная, строгоубывающая последователь

ность упорядоченных ... ~~G;-. Противоречие (см. теорему А). 



- 53 -

14. НагрУЖенное дерево. 

Определение 14.l 
о 

Дерево сужений системы r назовем завершенным,если 

в любой его терминальной вершине записана терминальная сие-

тема. 

Терминальную вершину завершенного дерева сужений ~ 
о 

называть - вершиной,если в ней записана 

А,/, wл.~, ~ ~ 
- '!'ерминальная система, ~ z. ~ ~ 

r - вершиной' если в ней записана 'Г - терминальная 

система, 

F - вершиной, если в ней записана 1: - терминальная сие- , 

ireмa ---------------------------
Далее везде через~е,,.лfе.} и ~t,лft} будут обозначаться 

:классы ~адающие следующими свойствами~t!ёqJGtf~,.№А€ 1L 
и любая переменная из Ре входит в ~ е . 

Определение 14.2 

Деревом системы z: 0 ,нагруженным классом{:t1 14,) назо
вем дерево,которое удовлетворяет следующим условиям: 

(l) Оно является завершенным деревом сужений системы r 0 

каждой вершине которого приписан класс,причем: 

(2) Корневой вершине приписан класс~ ,.11;_) и 
(з) Если вершине h.. приписtан класс kr ;..t1J вершина tz.' явля

ется дочерней для вершины n и k ребру верущеuу от h к и' 

приписано сужение ~ , то вершине и' приписан8 к.пасс: 

oll~~.Jf/ 
Класс будем называть: 

ф - классом,если он приписан 1 - вершине, 

1' - классом, если он приписан r- вершине 

r - классом, если он приписан F - вершине. 
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Определение 14.3 

Пувть ~е" Ре) и~ t. J 14) - классы~ с: te:J ~а! ~8-t.J Ле A~!z. 
любая переменная из Ре. входит в r%e • Назовем дерево~ системы" 

(fee = ~t. j
1 
J/e,Pt} нагруженное классом {g1 JA} решающим 

деревом для пары классов~е;fllе} и~0Jlfl.} и е~111в11111 через 
~~ or~ 
)\) ц~ 7 J!e. ), ~ J J/i)] 

Теорема 14.l 

Пусть k. - вершина из '/)~,Jleb~JЛ)J, h ' - ее дочерняя 
вершина, L - система записанная в '1 , 2: ' - система записан

ная в h , {t, Jl// - класс приписанный вершине п.. , (t; Jt/ ') 
класс приписанный вершине /7.. 

1
• Тогда любая g; t; е-,17 - перемен-

ная, входящая в 1: , входит в {s
1
Jt1) то любая 5-, t 7 (?-, V- -пе-

ременная из 2: ' входит в~,' Jf/' J . 
Доказательство 

Следует из определений Я. /, IJ { , 14.3 и определения~ 

Следствиие 14.l 

Пусть h - вершина дерева ti;[f:e,Лk);~tJ 4)]. 
~,л!'/- класс приписанный И , r: - система записанная в 
t.t . Тогда любая 5~ /.; е. 1 Р - переменная, входящая в L , 

входит в r~ Jj/j'; 
Доказательство 

Т.К. - это утверждение верно для корневой вершины 

(см.определение 14.3),то оно верно и для всех вершин (по 

теореме 14.l). 

Следствие 14.2 

Пусть h - вершина дepeвac/J[(~eAJ1kt ,AJJ, 
~~l 1 ." hJa) множество ее дочерних вершин, в вершине l:t.. записана 
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система У- , вершин€ h;_ припис~ класс{<:t. 1 А}{:1, ... , h._)7 

вершине h приписан класс (G7 JJ / /см. рис. 3/ 
. h.- ~ {~,Л!/ 

11, (Gk;J4) (Рtи 3) 
Тогда множество f1=[(l1 ,~); ···J (tc~)j. 

является непосредственным расщеплением классаh,,Л!'/ 
рожденным расщеплением i ['L] 

Доказательство 

по-

Следует из следствии 14. I и определений {1. i, 14. 2, 

14.3 и определения отображения t[r]. 
Следствие 14.З 

Объединение всех классов,приписанных терминальным вер

шинам решающего дерева для пары классов (~~,м }ч ~t. ,AJ 
совпадае'r с классом (tf r. J.Jl;_J 

Доказательство 

Следует из следствии 14.2 и '!'еоремы !f / . 

Террема 14.2 

Дпя любого класса приписанного терминальной вершине 

из ~[{te A}i~t J .л!.J] , выполняется одна и только одна 
из следующих трех возможнос'!'ей: 

(I) он является f - классом, 

l2) он является F - классом 

(3) он является т - классом 

Доказательство 

Следует из теоремы 12.2 и определения l4,I,I4.2,I4.3. 

Нам потребуются следующие обозначения: 

Кт- множество ;,сех Т - классов дepe-вa.cJ::l~/e),(Gц..llt) 
CF- множество всех F классов дере-ва. 9J[~e_A.)7(GLt7Лi)) 
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К'р - множество всех 1- классов дерева <1J[{te 1~}~1./~)J. 
Из теоремы 13.10 сле,иует,что эти множества конечны. 

Теорема 14.3 

Пусть fL~ вершина из ~L(te7 Jlf€-);{G-LJJ;'fj]J h
1
- дочерняя 

вершина вершины h, , ~ J!!) - класс приписанНЪiй h.. , ::i.. 

система записанная в h , {Gj! J - класс приписанный " k' , 

L. ·(Х 7 V;Z)7 L- '~('f..: ~' l / тогда если l с У7 [Р) , 

то l 1 = Чl LJf!'J 
Доказательство 

Сле,иует из определений 8. 1 и определения 12 . 1 
Следствие 14.4 

Если 11. - вершина из cJJ[(iteJJ!e}{t1JJJl.}J 
L :{Х7 ~l} - система записанная в '7 , (t,,Jl// класс припи
санный h- , то Z ~ V[-11] 

Доказательство 

Т.к. у~верждение следствии верно для терминальной 

вершины (см. определения 14.3) то оно верно и для JIЮбой 
вершины i:J[fge.,J!e)~c; Jlf.)J (см. теорему 14.3) 

Следс~вии 14.5 

Если класс ~1J! )~ k f 
Доказательство 

Сле,иует из определения 1 с2 ~ '3 следствии 14.4 и те
оремы .4 . С, 

Следствие 14.6 

Пусть т"цr~,Jl)/ ~,Jlf/t: tr "liF: Ul ~,Jf)/{l,.fif)o. t FJ 
Тогда (lt.,fft}= /UF 
Доказательство 

Сле,иует из следствий 14.5 и 14.3 

В дальней шем будем обозначать T:zU {б,Л!}; [=-U{G,.Af} 
{41f;tfт,, 1f)f}t~ 
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Теорема 14.4 

Если fl- терминальная вершина из c/J[~1flt!-),~t.J лf't) 
~,Jl// - класс приписанНЪIЙ h- , то ~.J) }~ {6t, Aft) 

Доказательство 

Пусть путь от корневой вершины,до вершины h прохо-

дит через вершины h.o1 '11,·-· "'"' (где h0 корневая вершина/zk:h ~ 
~{_-сужение, записанное на ребре ве,цущем от п t.. к hi +1 J 

{(;_,Jli.) класс приписанНЪIЙ вершине И;_ ( т. е. ~о 7 J!);,}=-~11fth; 
{61-zJJJk.f{GJlf) ),т.к. для любогоi{[~k] вершина hi имеет 
дочернюю вершину, то система записанная в k t." не содержит 

противоречий в безусловных отношениях (см. теорему 13.7~ 
поэтому :!if)!J~ ~1 i_ ::fJ, ... t-1 (из следствия 14.4)" Поэтому 

(теоремlt)."3,/_ 1 ){cff1Jl!}= F>ollo ... о dt ~ft-t.JM){. f:tA}. 
Следствие I4.7 

Дпя любого класса ~JJ/[h,. 
Дпя любого класса (t,1 ЛJ){ ,t r 

Теорема 14.5 

Дпя любого класса верно~,,.,Л}}~k7 
Теорема 14.6 

Дпя любого класса (t 1fif'J~ tf 

верно, чrro~Af.{~7-4) 
верно, чтo~,JIJ(~t,ft) 

верно, uто ~1 .Al}t. (c,e.Afe) 

Справедливость этих теорем следует из определений 

дерева ~[{le,AJJ(~t.JA)] и множеств kr и tт . 

Следствие 14.8 

Т= ['1лlе)П ~iJ_л;;) 
Доказа!'ельсrrво 

Следует из теорем 6.1,14.5, 14.б, IЗ.10 и следствий 14.6, 

14.7. 
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15. Обобщенный алгоритм отождествления 

Обобщенный алгоритм отождес~в.nения по данным классам 

(~,,Jl~ и ~t1 4/ гдеtес. ~)~t ~tt )4/А € 1l и любая 
переменная из 4 входит в t7e, стройr дерево ~fte 1лlJJf!t_/A.}J 
Построение этого дерева происходит в два этапа: 

о 

Сначала строиться завершенное дерево сужений системы: L' ~ = 
={{!,e=,i]JДJJli) {шаги l.l 7 I.5) ~ 
потом используя это дерево, строиться $6 [~P;A};~t7.flt}J 
(шаги 2. I -:- J. У) ·и-~~ ~ ~'-Ц.f' 

Описание алгоритма 

Шаг l. l ( Начало построения дерева сужений ~ 0
) 

Поместить в корневую вершину л0 систему 

'Х1 :: PГ({~e=GtJ,№,Af't}] 
- )cf 1' u 

Если 2-1 'fv то поместить по в список 

ШаР-1.2 Если список И пуст,то перейти к шагу 2.1 

Шаг I. 3 Выбра~ь вершину из списка V (Обозначим ее че-

рез n.. ) • Пусть в ней записана система ~ • Построить 
P= f~1 , ... , дк) ='0{2:] 

Шаг l. 4 Построить новые вершины п1," .1 
h ~ и выполнив шаг 

l. 5 ·для i = 17 . .. 
7 

k , перейти к шагу l . 2. 

Шаг 1.5 Соединить /1. с ~i. ребром,которому приписать Бi 

В вершину hi, записать P.C~i#'2:] Если P[~i.#z)tST 
то поместить ее в список И . 
Шаг 2. l Приписать корневой вершине ho класс (бtJ Лft) 
Если tz. с - не терминальная вершина. то поместить ее в спи

сок'~ • 

Шаг 2.2 Если список~ пуст,~о (пocтpoeниei{t,Jlkp~,Jfi}J 
закончено} надо остановиться. 
Шаг 2.3 Выбрать вершину из ~ (Пусть эта вершина ~ 
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и её дочерние вершины ft.J, ... , hr.... .Вершине tt- пусть приписан 

класс ~/ J!) ). 
Для i=J, ... J к:. въmолнить,Ш аг 2.4,после чего перей-

ти на шаг 2.2. 

Шаг 2.!! Вершине fZi приписать класс Di;f{!:JJ7J} где дi -су
иение приписанное ребру ведУЩему от п к /ti.. • Тhли h L. - не 

терминальная вершина, то поместить её в список "i... • 
Нетрудно убедиться,что алгоритм действительно строит 

дерево ~[{~е, Л/e}JUt; лft.J]. 
Алгоритм для любой пары классов f:eJ Afsi},~t ,Л/t/ 

удовлетворяющей условиям перечисленным в начале этого пун

:в:та заканчивает построение яS [~е 7..л/е)J~ t.J Лft )} 
за конечное число шагов (теорема IЗ.IO, и тем самым реша
ет задачу о построении пересечения и разности этих клае

сов (следствие 4'.в). 
Iб.Основные результаты 

Построин и теоретически обоснован обобщенный алго-

ритм отождествления. 

tcJL 
Т.к. доказательствсtне опира»rся на конкретную реа-

лизацию отображений Р и '(, то фактически проведено обо
снование ~елого класса обобщенных алгоритмов, 

Алгоритм построения 'JJ[{~~,Jtk}J fttJлft)] был запрогра
мирован на языке РЕФАЛ и на базе этого алгоритма был на

писан так называемый универсальный решающий алгоритм{~РА} 
/см. прилоиения/ 



Блок-схема обобщенного алгоритма отждес~вления: 

r 
1 
1 

1 

1 
1 

1 

1 

1 

Шаг I.I 

Шаг 1.2 

Шаг I.3 

Шаг I.4 

Шаг I.5 

Поместить в корневую 
вершиf1У/L систему 

~1 =P[{f~e::~t~7Jl/e,J1t.)} 

нет,---

п..«>поместить в 
список tr 

нет 

Выбрать вершину rt 
из списка V 

Построить 
Р:f),."ъ& =Y[zJ 

Построить новуюввершину n..i 
записать в нее POt. ~r J 
Построить ребро (rz., ti t..} 
кото о п иписана ~i 

да 

ГffL поместить в 
ШIIжсок U 

да 



Шаг 2.I 

r 
1 

1 
Шаг 2.2 

1 
1 

Шаг 2.3 

нет 

KopJreB()Й flo п 

" -___ / (41, J .JttГ" 

да 

---
нет 

т;:-поместить в список 

~ да ..\:СТОП\ 
Wt--,.----~т~~

бра т ь вершину fL 

из'/.. . h- припи9ан 
класс (!,fl/) 

ершине ~i приписан 
класс &L//ll,1 »'} 
где б L. сужение при
писанное ребру(,,,1 nс. 

L. '1. ' ~--------4 
----~ «ца 
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//STARTINC ЕХЕС EORFC1N=NDOPR,P: 
XXEDRFC PROC н=.c=lRfCOHPS,P:NOSOURCE 
XXREF ЕХЕС PGM:&C1PARM~&P1REGlON•8IK 
IEF65]1 SUBSTITUTION JCL • Pcм:JRF'COMP0,PARH=1REDION=88K 
XXSTEPLIB DD UNJT:2)14,VOL:SER=LAHBDA1DISP:SHR,QSN::NEWREF.LINKLI8 
XXSYSUT1 DD UNIT=23141SPACE=cee1.12e1.2e011 
XXSYSPRINT DD SYSOUT=A1SPACE:ICYL112,11J 
XXREF'OUT 00 UNIT:23141SPACE:r:l8S8114S8,2e01I,DSN;i:l&WORK,OISP=C1PASS) 
XXSYSIN DD UNIT=2314tVOL~SER=LAMBDA,DSN:svмвc&MI .DISpzsнA 
IE,6531 SUBSTITUTION JCL - UNIT=23141VOL=SER=LAHBDA1DSN=SYMBINDOPR1 1 DiSp:SнR 

DC-EC РЕ•А11 КDМПИ11ЯТОР вни~~и ~ЕРСИR 2 
REFAL COMPILER ,/)'7~~1-tп~{ ~ ,p.fj1.~ 

DOPER START (~~ /1.#<.~ ~~~) 
ENTRY DQPi 1 ~ J"tj, °S 
EXTRN l\IEWX ~.....,._,.,,.~ia~ ~~ ,_..,_,~ 

• <СИСТЕМА> : ;: СЕ1 СЕ21 CEJl I Е4 
• Е 1 ; : : <МР> ••• • " МЯГКИЕ РАВЕНСТВА d~ u-.."-P 
• Е2 : :: <JkP> •••• • *ЕСТКИЕ РАВЕНСТВА Hft 1.(1-
* Е3 : : = <УН> •• • • • УС110ВНЕЕ НЕРАВЕНСТВА f./ё~ Ц 
• Е4 ::= <БН> •••• •БЕЗУСЛОВНЫЕ НЕРАВЕНСТВА ~1-f~ [О 
• 
• •ОР/1АТ ВQЗМОIНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ Slll "t'D ?ОЧ c.JJ.-~ ,._ 

• <МР> ::: IС<ПЧ>J <11Ч:> SPI Q1415t6t716 k..tJ J'if Sp 
* <*Р> ::: CSV WX Sl W2 SPI Q1T1F1A1213 
• <УН> :;:: ISV WX Sl W2 SPI Q1T1F'tltN / · 

* <БН> ::: ISV WX Sl W2 SPI Q1T1F'11 
• SP - ПРИЗНАК СОСТОЯНИЯ ОТНОWЕНИЯ : 
* Q - НЕОПРЕАЕ11ЕННОЕ А - ПРИСВАИВАНИЕ 
• Т - ТАВТО11ОГИЯ F - ПРОТИВОРЕЧИЕ ~---· 
• N - БЕЗРдзnичноЕ 1,2 ••••• в • ПРИОРИТЕТ ТРЕБУЕМОГО РАСЩЕПnЕНИЯ 
• 
• l(/NER/ SV WX Sl W2 •> SV WX 51 W2 SP 
• ОПРЕЛЕ~ЕНИЕ ПРИЗНАКА НЕРАВЕНСТВА 1 
* sv : ::; 'z' 1 'А' 1'в'1's'1'w'1 "Р' s1 : ::: 'z' 1 'а' t' ' s ' 
NEA SV WX SV WX ·;: SV WX SV Wx 'F' 

'Z' WX '2' WY::; 'Z' W)( 'Z' WY 'f' 
'Z' WX 'S' 11/У::; 'S' WY 'Z' til" '1' 
• s ' w х • z ' w У :;; , s , w" 'z ' w1 У '1 • 
'S' WX 'S' WY ~ 'S' W1' 'S' WY '1' 
'W' WX 'Z' ffY 'W' WJlt 'Z' WY '1' 
•w• •х •s• WY:; 'W' W)( 's' WY '1' 
'Р' ЕХ = 'Р' ЕХ 'Т' 
ЕА =ЕА 'N' 

* KIZHR/ SV WX 51 W2 •> SV WX S1 W2 SP 
* ОПРЕЛЕ~ЕНИЕ ПРИЗНАКА wесткогn РдВЕНСТВА • 
* SV :: = Z 1 А 1 В 1 S 1 Р Si ;:::; Z S 1 W 1 111 
• WE ноГУТ БWТЬ SV:;p, А S1:W или Sl=P 
ZHA SV WX SV WX : SV WX SV WX 1 Т' 

'В• ЕХ ::; 'В' ЕХ 'А' 
'Р' ЕХ = 'Р' ЕХ 'F' 
ЕХ 'Р' WY : !Х 'Р' WY 'f' 
'А' WX '"'' WY;; 'А' WX 'W' WY ']'" 
'А' ЕХ: 'А' ЕХ 'А' 
'Z' WX 'Z' WY:; 'Z' WJlt 'Z'WY 'f'' 
'Z' WX SV WY:; 'Z' WX SV WY '2' ' 

* s v : : = ' s' 1 • w' 
Z J</ 'S' WX 'Z' WY: 'S'WX ' ' WY '2' 

'S' WX ЕУ 1; 'S' WX ЕУ ')' 
• ЕУ = 'S' WY 1 'W' WY 
• 
• 1</HR/ 11с/1Ч>1 <ПЧ> 1 •• •. •> ЕА 
* РА36ОР по •ЕсТкин мягких РАВЕНСТВ и вычиаnЕНИЕ ПРИ3НАК0В 
* ER = f' - 6ыnи ПРОТИВОРЕЧИЯ 
• ER ; (сМР•> •••• 1 (<.Р> •••• > 
* •ОРМАТЫ АРГУНЕНТОВ РАБDЧ~Х •УНКЦИй : 
* 1</HRl/ Ее '*' !Ell СЕ21 CE3J • 
• 1</HR2/ Е2 '*' (Е11 СЕ31 • 
• ES : <НР•>•••• - НАдО РАЗБИРАТЬ И Cl1EBAt И сПРАIА 
• Ef ~ <МР>о••• • ТЕРМИНА11ЬНWЕ 
• Е2 : <МР>.... • НАДО РАЗБИРАТЬ СПРАВА~ ПРИЗНАК ПРЕдВАРИТЕ11Ь~Ый 



• !;..) = "'lllt'> •••• 
HR ЕА = K/HR1/ ЕА '*' 11 11 11. 
HR1 Ее IE:3 СЕ4 ,,,11 : 'F' 

'*' 1Е11 СЕ21 (Е:31 • tc/HR2/ Е2 '*' СЕ1) (!31 • 
С 111 Ei : K/MR i/ EI • 
ICI 'Е' WY EXI EI 1E1i IE21 1Е31 • 1 

K/l'IA1/ 1(1 EXI EI 1Е1 CCI 'Е' WY '4'11 CE2J IE31 • 
CCI 'К' WY EXI EI СЕ11 IE21 CE)I" 1 

t</l'IA1/ 111 EXI EI СЕ1 CCI 'tc' WY •8'11 CE2J IE31 • 
111 Е11 Ее:: 'F' 
11 'С' WXI EYI Е0 = K/t1R1/ Е0 • 
11Е111 Ei;::; 'F' 
11'0' WXI ЕУ) Е0: K/MR11' IC'D'WXIK/HR12/ (1 ЕУ .1 Ее. 
С 1 'С' EXI EYI Е0 СЕ11 СЕ21 1Е:31 ;:: 1 

K/l'\R1/ Е" !Е11 1Е2 Ct'C' EXI ЕУ '6')1 IE31 • 
11 'D' EXI EYI Ее 1Е11 сЕ21 IE31 ~ 1 

l</HR1/ EI СЕ11 СЕ2 CC'D' EXI ЕУ '&')) IE31 • 
1 CEXI 'Е' EZJ Ее СЕ11 СЕ21 IE31 = 1 

1</МА1/ EI СЕ11 1Е2 llEXI 'Е' EZ '7')1 СЕ31 • 
llEXI 'V' EZI Ее СЕ11 сЕ21 1Е:31 i:; 1 

К/НА1/ Е" СЕ11 1Е2 С IEXI 'V' EZ '6'J 1 IE)I • 
ICEXI 'К' EZI Ее СЕ11 сЕ21 CEJI;; 1 

l</l'IR1/ EI 1Е11 СЕ2 CIEXI 'К' EZ '8')1 !Е31 • 
1с•р• IEAI EBJ 'W' WY EZi Е0 СЕ11 IE211E:31 • 1 

К/ 1'1 А 11 1 1 ЕВ 1 Е Z 1 Е s С Е 1 С 1 'Р ' 1 Е А 1 1 'W ' W У '4 ' 1 1 СЕ' ·1 СЕ 3 1 • 
СС'Р' CEAI EBI 'Р' IEXI EYI Ei (Е11 IE21 CEJI" 1 

K/HR1/ С IEAI EXI l IE81 EYI EI IE11 IE21 СЕ31 • 
C(SV WX EAI SY WZ Е81 Ее СЕ11 1!21 CE3J = 

t</HA1/ llEAl . EBI Ej IE111121CE31K/ZHR/ SV WX SY Н.11. 
11R12 IEel 'Е' WY Е1 ;:, K/HR12/ ( 'Е' WY E"I Е1 • 

С Е 81 '.К ' W У Е 1 = К / Н R i 2 / С Е 0 , К ' W У 1 Е 1 • 
!Eel :11 Е0 
ЕХ : /l'IR12/ 

11R11 IWX /HR12/) Ei :: · K/HR11 Е0. 
1 W Х ' Е ' Е У ) Е е С Е 1 1 1 Е 2 1 1 Е :3 1 ;;. К / tt R 1 / Е 8 ( Е 1 1 W Х 'Е ' Е У ' 5 ' 1 1 1 

IE21 СЕ31 • 
IWX '1<' EYI Ее СЕ11 СЕ21 СЕ)) : 1 

К/НА1/ EI (Е1 IWX 'К' ЕУ '8'11 СЕ21 СЕ31 • 
HR2 Е2 IE11 IE3 СЕ4 'F'll ::· 'F' 

l'IR21 

НР 

• 

'•' СЕ11 СЕ31 :; CE i l 1K/VYKT/ Е.3 .1 
111 SPI Е8 ~ K/MR2/ Е8 • 
ICl'E' WY ЕХ SPI Ее IE11 СЕ31 11 1 

K/MR2/ 1 ( 1 ЕХ SP 1 Ее СЕ 1 (С 1 'Е' WY '4'11 1 Е31 • 
Cll't<' WY ЕХ SPI Ее СЕ11 C~)I 1 1 

K/MR2/ C(I ЕХ SPI Ее СЕ1 ICl'K' WY '8'JI 1Е31. 

111 EXI Е&: 'fl' 
1 С 'С' WX 1 ЕУ 1 Ее =·· K/MR'l.,.. Ell • 
ICE11 SPI Е".: 'F' 
1 1 'D ' W Х 1 Е У S Р 1 Е е : .К 1НR2 1 i 1 С 'D 'W )( ) 1С / М R 1 21 1 1 Е У • 1 Е 0 • 
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C'V'WX 'S'WY 'E'll/XI Е1 •• CI СЕ311 E•t .1 4 
l't'l'W'WJ 'S'WYI 'F'I ,1. 

ICEL 'S'WYI ER 'V'WXI WJ СЕ1 11 Ci)ll Е4 = l</VETKA/ 1 
С 1 'V 'WX 'Е 'WX 'W •wj 1 K/VETICA/ 2 

IC'W'WJ 'S'WYI l(/SPL41/ (K/THR/ 11 () K/PRHRP/ 3 
C'V'WX 'E'iwX 'S'WYI Е1 •• CI IE311 Е4 .1 4 

l'f'l'W'WJ 'S'WYI 1 F'I .1. 
(С'Р' ELI 'V'WX ERI WJ СЕ1 CI СЕ311 Е4 = K/VETKA/ 1 

( 1 'V 'WX 'W 'WJ 'Е 'WX 1 K/VETICA/ 2 
(C'W'WJ 'S'WJI •F'I 3 
IC'W'WJ 'P'C'E'WJll K/SPL41/ CKITMR/ CI 11 1</PRH~P/ 4 

C'V'WX 'P'f'E•WJI 'E'WXI Et •• 11 СЕ~)) Е4 .1.1. 
llEL 'P'WYI ER 'W'WXI WJ СЕ1 () IE311 Е4 w l</VETKA/ 1 

С С 'V 'WX 'Е 'WX 'W 'WJ 1 K/VETMA/ 2 
С 1 'W'WJ 'S'WJ) 'F'i 3 
1 С 'W 'WJ 'Р 'С•! 'WJ 11 K/S,L41/ 1 K/THR/ 11 ( 1 l(/PRH~P / 4 

C'V'WX 'E'WX 'P'l'E'WJll Ei •• () CEJll Е4 .1.I. 



• i'\/;)fJLI// 111:.L./ t1t1 11.J <СИС1t:.11А.,. • 
• !IELI ERI = llSl-1 WY ERI 'E'WX ER) ! ICEL sн wY1 ER •E•wx1 
• SH ; В ! А 1 Z 1 S 1 Р WJ -НОВЫй ИНДЕКС 
• 8ЫПОЛНЕНИЕ РАСЩЕПnЕния ТИПА 7 
SPLT7 IC'B' ELI 'E'lriX ERI WJ CF1 С! СЕ311 Е4 = К/VЕТКА/ 1 

ll'E'WXI K/SPL41/ 1KITNR/ 11 CI K/PRMRP/ 2 
l'E'WXI Е1 •• CI IEJll Е4 .) 3 

С 1 'Е 'WX 'V 'WX 1 K/ViiTKд/ 4 
ll'V'WX 'W'WJ 'E'lt/)() K/SPL41/ ск/тt1R/ (1 CI K/PR'IRP/ 5 

l'E'WX 'W'WJ 'E•wx1 Е1 •• () IE311 Е4 .1.1. 
l!EL 'B'WYI ER 'E'WXI WJ !Е1 11 IE311 Е4 = l</VЕТКд/ 1 

ll'E'WX) K/SPL41/ 1к1тмR/ () CI K/PRмRP/ 2 
r'E'WXI 1:1 •• 11 IE311 Е4 .1 3 

Cl'E'W)( 'V' lriXI K/VETKA/ 4 
ll'V'wx 'E'WX 'W'WJ) K/SPL41/ 1к/ТМА/ 11 11 K/PR'IRP/ 5 

!'E'WX 'E'LllX 'W•WJI Е1 •• 11 IE)ll Е4 .1.1. 
1 С 'А' EL. I 'Е 'WX ER 1 WJ СЕ 1 11 С EJ I 1 Е4 = l(/VETKA/ 1 

ll'E'WX) K/SPL41/ 1кlтмR/ () 11 l(/PRHRP/ 2 
С 'Е 'WX 1 Е 1 •. 11 С Е311 Е4 • 1 3 

С 1 'E'WX 'V'WXI K/Vl!TKд/ 1 C 'V'WX '~/'WJ 'E'WXI K/VETKA/ 4 
ll'W'WJ 'S'WJI ic/SPL41/ IK/TMR/ 11 11 K/PRMRP/ 5 

l'E'WX 'S'WJ 'E•WXI Е1 •• 11 (Е3)1 Е4 .1 6 
1 1 'W 'lt/J 'Р '1 'Е 'WJ 1 1 'F '1•1 • 1, 

1 IEL 'A'WYI ER 'E'WXI WJ IE1 11 СЕ31) Е4 ~ K/VETKA/ 1 
Cl'E'WXI K/SPL41/ 1KITMR/ CI 11 K/PRHRP/ 2 

С 'Е 'WX 1 Е 1 • • С 1 1EJ11 Е4 • 1 3 
с ( 'Е 'WX 'V •wx) K/VETKA/ (с 'V 'WX •Е •Wx •w 'WJ 1 K/VETK А/ 4 

ll'W'WJ 'S'WJI w/SPL41/ IK/THR/ 11 11 K/PRMRP/ 5 
C'E'WX 'E'WX 'S'wJI Е1 •• С) СЕ311 Е4 .1 6 

(с 'W 'wJ 'Р, ( 'Е •wJ) i 'F, 11 1 • ) • 
IC'Z'WY Ell 'E'WX ERI WJ IE1 11 IE]ll Е4 ::i K/VETKA/ 1 

ll'E'WX 1 K/SPL41/ CK/TMR/ 11 CI K/PRHAP/ 2 
C'E'WXI Е1 •• 11 CEJll Е4 .) 3 

с с 'Е, wx •v 'ltt)() K/VETKA/ с ( 'V •wx 'W 'WJ 'Е 'WXI к/VЕТ(А/ 4 
Cl'lll'WJ 'Z'WYI K/SPL41/ CK/HIR/ (1 11 K/PRMRP/ 5 

C'E'WX 'Z'WY 'E'WXI Е1 •• 11 IE311 Е4 .1 6 
l'tl'l'w'wJ 'Z'WYI 'F'l.1.1. 

ICEL 'Z'WYI ER 'E'WXI WJ СЕ1 CI CEJll Е4 • К/VЕТКА/ 1 
IC'E'WXI K/SPL41/ 1К/тмR/ CI CI K/PRнRP/ 2 

C'E'WXI Е1 ,, 11 IEJll Е4 .1 3 
ll'E'WX 'V'WXI K/VfTKA/ CC'V'WX 'E'WX 'W'WJI K/VETKA/ 4 

IC'W'WJ 'Z'WYI l(/Spl41/ IK/THR/ 11 11 K/PRMRP/ 5 
C'E'WX 'E'WX 'Z'WYI Е1 •• CI IEJll Е4 .1 6 

l'l'('W'WJ 'Z'WYI •F'l.1,I. 
ll'S'WY ELI 'E'WX ERI WJ IE1 CI IEJll Е4:; К/VЕТКА/ 1 

ll'E'wXI l</SPL41/ rKITMR/ CI CI K/PRMRP/ 2 
l'E'WXI El •• 11 СЕ311 Е4 .1 3 

с ( 'Е 'WX 'V •wx) K/VfTKд/ (с ·v 'WX •w •WJ •Е 'WX 1 K/VETK А/ 4 
IC'W'WJ 'S'WYI l(/SPL411 IK/TMlll/ 11 11 к/PRMRP/ 5 

С 'Е 'WX 'S 'WY 'Е 'WX 1 Е 1 • • С 1 1Е311 Е4 • 1 6 
C'l'('W'WJ 'S'WYI •F'l.1.1. 

ICEI. 'S'WYI ER 'E'WXI WJ IE1 CI IE311 t:4 R l(/VEТKAI 1 
Cl'E'WXI l</SPL41/ 1KITHR/ CI С! K/PRHRP/ 2 

C'E'WXI Е1 •• С) 1Е311 Е4 .1 3 
ll'E'WX 'V'WXI K/VETKA/ ll'V'WX 'E'WX •W'WJI K/VETKA/ 4 

Cl'W'WJ 'S'WYI ic/SPL41/ CK/THR/ 11 CI K/PRMRP/ 5 
C'E'WX 'E'WX 'S'WYI Е1 ••С) IE311 Е4 .1 6 

l'IV'('W'WJ 'S'WYI 'F'l,1,1. 
1 С 'Р' EL 1 'Е 'WX ER 1 WJ ( Е 1 С 1 С Е311 Е4 = l(/VETKA/ 1 

Cl'E'WXI K/SPL41/ скlтнR/ CI 11 K/PRHRP/ 2 
l'E'lllXI El •• 11 СЕ311 Е4 .1 3 

с ( 'Е 'W)( 'V 'WX) K/VETKA/ с с •v •wx •w •WJ •Е 'WX) K/VETK А/ 4 
IC'W'WJ 'S'WJI •F'I 5 
Cl'W'WJ 'P'l'E'WJ)) K/SPL41/ ск/ТмR/ 11 11 K/PRMQP/ 6 

C'E'wX 'P'1'E•wJ1 'E'WXI Е11. (1 !Е311 Е4.1.1.1. 
1 IEL 'P'WYI ER 'E'WXI WJ СЕ1 С 1 CEJI 1 Е4 ::i K/VETKA/ 1 

Cl'E'WX) K/SPL4il ск/тнR/ CI CI K/PRHRP/ 2 
l'E'WXI Е1 •• 11 СЕ311 Е4 .) 3 

ll'E'WX 'V'WXI K/VETKA/ IC'V'WX'E' Wx 'W'WJI K/VETKA/ 4 
Cl'W'WJ 'S'WJI •F'I 5 
CC'W'WJ 'P'l'E'WJll K/SPL41/ CK/TMR/ CI CI K/PRM~P/ 6 

C'E'wX 'E'WX 'P'l'E'WJll Е11. CI IE3)) E4.1.1.I. 



• k/SPLT8/ WA <С~СТЕМА> • 
• WA; 111 'l<'WX ELI 1 ll'D'WYi 'к'WХ ELI 1 llSH WY Ell 'K'WX E~I 1 
• 1 1 IEL SH WYI ER 'K'WXI 
• SH ; Z 1 А 1 В 1 S 1 Р 
• ВЫПОЛНЕНИЕ РАС1JЕПnЕНИЯ ТИПА ~ • 
SPLT8 WA ES = K/SPL81/ K/SPL82/ WA • ES , 
5PL82 111 'K'W)(Ell =wx 

1 l 'O'WYI 'K'W)( Ell = WX 
ll'C'WY EAI El 'K'WXI: WX 
1 1 'D 'WY ЕА 1 El 'К 'WX i : WX 
1 1ER1 'К 'WX El 1 = WX 

SPL81 WX IE1 11 IE]ll Е4: IC/VETKA/ ll'K'WX 'E'WXI K/SPL41/ 
IK/TMR/ 11 1i K/PRHRP/ l'K'WX 'E'lllXI f1 •• 
11 1Е311 E4.i, 

" • K/VETKA/ <ЛЕРЕВО> ~> ~ЛЕРЕВО> 
VETKA = '0' 

Е1 IED '8'1 Е2 :: K/VETKA/ Е1 Е2 • 
IE1 'F'I 1Е2 'F'I : 'f' 
IE1 'F'I 11 'F' 
Е 1 = Е 1 
END 

IEF1421 ~ STEP WAS EXECUTED - COND coDE ееее 
XXASH ЕХЕС P~M•IEUASH1REGION=80K.PARH•NOLIST,COND~l81LTI ее0 
XXSYSLIB DD DSNA"E:SYS1.MACLIB,0ISP~SHR 000 
XXSYSUT1 DD DSNA"E=&svsuт1,UNIT~SVSD&,SPACE=117J8,(4811101) 080 
XXSYSUT2 DD DSNA"E=&SYSUT21UNIT=SVSDA,SPACE~117ee,(41115011 810 
XXSYSUT3 DD DSNAME:&SYSUT3,SPACE:117ge,14e1.s111 ,uN1T~SYSDA 180 
XXSYSPRINT DD SYSOUT=A •ее 
XXSYSPUNCH DD UNIT=2314,VOL=SER=LAHИDA.DSN:LOADllHI ,DISP~DLD еее 
IEF6s31 SUBSTITUTIQN JCL • UNIT=23141VOL=SER~LAHIDA1DSN=LOADINDOPR1,01sp;QL 
XXSYSIN DD DSN=&&WORK10ISP=IOLD,DELETEI 
IE,1421 " STEP WAS EXECUTED - COND cnDE 0011 
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