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ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
ПРОГРАММ НА РЕФАЛе 

Турчин В. Ф. 

Достоинства всякого формализованного языка оnределяют

ся не только тем, сколь удобен он для неnосредственного ис

nользования человеком, но и тем,. в какой стеnени тексты на 

этом языке nодд/'!.ЮТСЯ формальным nреобраэованиям, Эта вто

рая сторона важна nотому, что в системе формализованных 

языков, образующей каркас математиэированного знания, ни 

один язык (во всяком случае, если иметь в виду не только 
формальную схему, но и nарадигму исnользования этой схе

мы) не может считаться верхней стуnенькой иерархии, 
Важнейший шаг в развитии математики - это м е т а с и-

с т е м н ы й nер е ход, то есть nереход от некоторой формаль

ной системы S к метасистеме S * , для которой система S 
и аналогичные системы являются nредметом исследования, 

nреобразования, nорождения. Таковы, наnример, nереходы от 

арифметики к алгебре, от конкретных алгоритмов к алгорит

мическим языкам, от словесных доказательств к математике. 

Это nримеры наиболее круnномасштабных n.ереходов. Но и в 

рамках более узкой дисциnлины движение nроисходит nодобным 

же образом. В nрограммировании и теории алгоритмов nерехо

ды от машинных nрограмм к языку ассемблера и от языка 

ассемблера к машинно-независимым языкам также nредстав

ляют соэдание метасистем (хотя и с более узким кругом за
дач, чем в nредыдущих nримерах). Научившись nисать алго
ритмы оnределенным образом, мы тут же начинаем задумы

ваться, нельзя ли этот образ действия формализовать и nере

дать машине. Первым шагом на этом nути является разработ

ка системы эквивалентных nреобраэований. 

Чрезвычайно мощную систему эквивалентных nреобраэова

ний можно nостроить, если наложить на язык РЕ ФАЛ [1] оn
ределенные ограничения, а именно: 

1. Исключаются символы обмена и связанные с ними воз
можности менять состояние nоля nамяти рефал-машины в nро-

цессе ее работы, включая процедуры э а к а n ы в а н и я и 

в ы к а n ы в а н и я. 
2. Исключаются свободные nеременвые терма. 
3. Исключаются рекурсивные nеременвые выражения. Из 

рекурсивных nеременных символа разрешается исnользование 

лишь nеременных с детерминативом 1 И 3 1 в сnецификаторе, 
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4. Запрещается использование открытых и повторных сво
бодных переменных выражения. 

Мы будем называть этот подъязык ограниченны м 

РЕФАЛом. Его синтаксис будет слегка модифицирован в 

соответствии с введенными ограничениями. Хотя во многих 

случаях использование ограниченного РЕФАЛа, вместо полного 

заметно удлиняет запись, она все же продолжает оставаться 

достаточно компактной и ясной. Впрочем, для практического 

применения эквивалентных преобразований не обязательно от

казываться от изобразительных средств полного РЕФАЛа, 

ибо перевод текста с полного РЕФАЛа в ограниченный может 

быть выполнен автоматически. 

Так как ограничения 1-4 существенно упрощают семантику 
языка, а также учитывая, что нам понадобится более высо

кий уровень строгости, мы дадим новое описание ограничен

ного РЕФАЛа, независимое от описания полного РЕФАЛа. 

1. Описание ограниченного РЕФ АЛа 

Синтаксис 

Первое понятие, которое нам необходимо ввести для опи

сания языка РЕФАЛ, - понятие о знак е. Онв является аб

страктным, или общим, т.е. утверждение "это знак" может 

быть верным для нескольких различных nредметов. Чтобы 

рещить, являет9я ли данный nредмет знаком, надо nрежде 

всего указать некоторое число предметов, называемых эта

лонным и знаками. Наnример, набором эталонных знаков 

могут служить следующие nять nредметов: 

А Б В * 
Предмет является знаком в том и только в том случае, 

если может быть отождествлен как один из эталонных знаков. 

Понятие отождествления no отнощению к знакам оnирается не
nосредственно на расnознавательные сnособности человека и 

не требует словесного оnределения. Далее, говоря о знаках, 

мы будем указывать, с каким именно эталонным знаком 

отождествляется данный nредмет. Это достигается либо nоме

щением неnосредственно за словом "знак" еще одного nред

мета, отождествляемого • как тот же эталонный знак, либо ис
пользованием словесного наименования эталонного знака. На

nример, в конструкции "Б" "=" nредмет, заключенный в nер
вую пару кавычек, есть знак Б , а nредмет из второй nары 

кавычек - знак равенства, Так как отнощение отождествле

ния между предметами является рефлексивным, симметричным 

и транзитивным, в качестве эталонного знака может исnоль

зоваться любой из nредметов, отождествляемых, как один и 

тот же знак. 
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Наша терминология и стояшая за ней система nонятий 

близка к терминологии А,А,М.аркова в его "Теории алгорит

мов" [2] .Однако мы не говорим об абстрактном знаке (или 
букве), так как обычное nонятие знака (как и все, вnрочем, 
nонятия языка, выражаемые именами нарицательными) уже 
аб~трактно, и чтобы сконструировать конкретное nонятие 
цриходится nользоваться (абстрактным же) nонятием nред
мета в сочетании с указательными местоимениями: "тот 

nредмет, который , • , " и т,д, 

Знаки интересуют нас nотому, что они исnользуются в 

знаковых машинах. Под машиной вообще мы nони

маем nолностью детерминированную материальную систему, 

т.е. такую систему, состояние которой в данный момент вре

мени однозначно оnределяет состояние в любой из следующих 

моментов времени, Некоторые части машины, на которые в 

nервую очередь обращено наше внимание, мы называем наблю

даемыми частями; все остальное называем устройством ма

шины, Если наблюдаемые части машины nредставляют собой 

nослед<)вательности (уnорядоченные множества) знаков, мы 
называем машину э н а к о в ой. 

Знаковая машина может быть выnолнена из различных 

материалов и основана на различных nринциnах. Устройство 

ее может быть, наnример, механическим или элеl!iтрическим, 

наблюдаемые части могут состоять из барабанов с нарисо

ванными на них знаками или из неоновых ламnочек, Наконец, 

в качестве устройства знаковой машины может выстуnать 

человек, делающий формальные выкладки. Наблюдаемыми ча

стями являются здесь листы бумаги, на которых он nишет 

знаки. Именно на этот случай мы будем ориентироваться, 

оnисывая знаковые машины, Мы будем оnисывать действия 

машины таким образом, чтобы человек мог их в точности 

восnроизвести, 

Если задан набор знаков и оnисана знаковая машина, у 

которой в наблюдаемых частях nоявляются только эти знаки, 

то говорят, что оnисан nолностью формализованный 

язык. Чаще всего в наблюдаемых частях машины nоявляются 

комбинации знаков языка не nроизвольные, а nостроенные 

оnределенным образом, Эти комбинации мы будем называть 

языковыми объектами. Правила nостроения и расnоз

навания языковых объектов на:1ывают с и н т а к с и с о м дан

ного языка, В рамках одного языка обычно различают не

сколько тиnов языковых объектов, они называются с и н т а к

сическими тиnами или кqнструкциями. 

Знаки ограниченного РЕ ФАЛ а делятся на с о б с т в е н н ы е 
и о б ъ е к т н ы е • Собственных знаков девять: 

- рефал-кавычка (или символьная скоб к а), 
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( ) круглые (или структурные) скобки, 
k знак конкретизации, 

~ - конкретизационная точка, 

§ параграф, 

"' - тильда, 

8 признак свободной переменной символа, 

е признак свободной переменной выражения. 

Объектные знаки определяются следующим эталонным на

бором: 

А Б в r д Е ж з и l{ .1] м н о п р с т 

у ф х п ч ш т, ь ы 'Ь э ю я 

D F G 1 J Т~ N Q R S и V W z 
о 2 3 4 5 6 7 R q 

? * 
+ - х 1 ,; < ~ > >,.. v & и -

Сюда входят заглавные буквы русского и латинского ал

фавита, цифры и обычные математические знаки (набор кото
рых может быть расширен). Заметим, ч.то латинские и рус
ские буквы, совпадающие по начертанию, не различаются. 

Знаковую машину, определяющую язык РЕФАЛ, мы будем 

называть ре фа л- маши н ой. При описании синтаксиса мы 

в качестве метаобъектов, изображающих различные последо

вательности знаков, будем использовать заглавные рукописные 

буквы латинского алфавита, Пустой объект будем иногда 

обозначать <пусто> , 
С и м в о л о м в языке РЕ ФАЛ мы называем объектный 

знак или конструкцию 'f!J>' , где cfY' - непустая nоследователь
ность объектных знаков. В процессе работы рефал-машины 

символ рассматрttвается как нечто целое и не может быть 

разложен на составные части, 

Пусть % - nроизвольный объектный знак, acfl- неnустая 
последовательность символов, Введем следующие три конст-

рукции: 

е :::0 - свободная nеременная выражения, 
8 Z - несnецифицированная свободная nеременмая символа, 

8(1-l)::c; - специфицированная свободная nеременмая символа, 

Каждая из этих конструкций может быть уnомянута как 

свободная переменная, или просто переменная, Знак Z назы
вается индексом переменной, конструкция (Jil)- ее 
специфике.тором. 

Синтаксические понятия т ер м а и 
дем с nомощью следующих оnирающихся 

в ы р а ж е н и я .св в е
друг на друга оnреде-
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лений. Т ер м - это либо символ, либо свободная nеремен

ная, либо конструкция ( [,) , либо конструкция k Ф .... , где G -
nроизвQльное вы раж е н и е. В ы раж е н и е это nосле

довательность т ер м о в (быть может, nустая), на которую 
накладывается ·одно ограничение: она не должна содержать двух 

свободных nеременных, имеющих одинаковые индексы, но раз

ные nризнаки. 

Выражение l';' называется nодвыражением выражения g , 
если & можно· nредставить в виде ~, (t' с.!' ' где r:-, и е2 -
nоследовательности знаков (не обязательно являющиеся вы
ражениями). 

Выражение, не содержащее свободных nеременных, назы

вается рабочи м выражением. Выражение, не содержащее 

знаков k , называется тиn о в ы м выражением. Выражение, 

не содержащее ни свободных nеременных, ни знаков k , на
зывается о б ъ е к т н ы м выражением. 

Тиnовое выражение называется L - в ы раж е н и е м, если; 

1 ) ни одно его nодвыражение не содержит более чем одну 
свободную nеременную выражения, не входящую в скобки; 

2) ни одна свободная nеременная выражения не входит в него 
более одного раза. 

!lримеры L -выражений: 

А В С 

'RS' ( s (+- )1 е е ( А.е 3 В)) а 1 
(е 1) (е 2) ( е3 ) ( е4) е б 
Примеры тиnовых выражений, не являющихся 

ни я ми: 
е1 + Р 2 
s1 e2(s3e2) 

Из оnределения L -выражения сразу следует: 

L-выраже-

Т е о ре м а 1. Каждое nодвыражение L -выраженИя явля
ется L -выражением. 

О б л а с т ь ю д ей с т в и я ·знака k называется выражение, 
начинающееся неnосредственно за этим знаком k и кончаю
щееся nеред nарным знаком .1. • В е д у щи м знаком k в 

некотором выражении называется nервый (слева) .знак k 0 

в области действия которого не содержится ни одного знака~. 
Предложение-м ограниченного РЕФАЛа называется 

конструкция 

rде t: - nоследовательность (возможно, nустая) объектных 
знаков, называемая к о м м е н т ар и е м; 

L - L -выражение; называемое левой частью; 
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r#l - выражение, называемое n р а в о й час т ь ю nред
ложения. 

Кроме того, ..е и <P't должны удовлетворять следующим 
условиям: 

А 1.. Левая часть должна начинаться с символа. о-и назы
вается д е т ер м и н а т и· в о м nредложения. 

А2. В nредложении не должно встречаться двух свобощ~ых 
nеременных с различными nризнаками, но совnадающими ин

дексами. Если в nределах одного nредложения встречаются 

несколько вхождений свобо_дных nеременных, у которых'совnа

дают nризнаки и индексы, то мы будем говорить· о HИJS:e как 

о разлИчных вхождениях одной и· той же nеременноЙ. 
АЗ. В nравую часть nредложения. могут входить только те 

nеременные, которые входят в· левую часть. 

Синта"'сичеtжое Ot/IO(ftдectll8лeнue 

Важную роль в языке РЕФАЛ играет nонятие синтаксиче

ского отождествления. Мы говорим, что объектное выражение 

ф0 может ·быть отождеств11ено как тиnовое вырАжение ~ , 
если свободные nеременвые в (gt могут быть заменены с 
соблюдением указанных ниже nравил на такие выражения, на

зываемые их значения м и, что ~t совnадает с 60 • Пра
вила таковы: 

81. Значением свободной nеременной выражения может быть 
любое выражение. 

82 •. Значением несnецифицированной свободной nеременной 
символа может быть любой символ, а для сnецифицированной 

nеременной - символ, входящий в сnецификатор. 

83 • .Значения всех вхождений одной и той же nеременной 
должны совnадать. 

Если тиnовое вЬiражение является L -выражением, то син
таксическое оТОждествление, когда оно возможно, осуществля

ется лишь nри единственном наборе значений свободных nере

менных, о чем свидетельствует следующая теорема. 

Т е о ре м а 2. Пусть ~е - L -выражение, которое nри за
мене вхождений свободных nеременных на некоторые значения, 

удовлетворяющие условиям 81-83, nереходит в объектное 
выражение (g0 • Тогда не существует другого набора значе
ний, удовлетворяющего условиям 81-83,, исnользуя который 
можно nеревести бе в Ф0 • 

Эту теорему мы докажем nутем nостроения алгоритма, ко

торый no заданным (fl и б0 оnределяет, возможно ли отожде
ствление ~о как :fe , и в случае nоложительного ответа од
нозначно оnределяет значения свободных nеременных в бе • 

Те термы, nоследовательностью которых является, no оn
ределению, данное выражение, будем называть его О -терма-
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ми. Если выражения (t, и :'Е2 совпадают, то первый О-терм 
выражения ~, должен совпадать с первым О-термом выраже

ния ~2 , а последний О -терм ~f - с последним О-термом ёе • 
Мы будем пользоваться этим для сравнения всевозможных 

объектных выражений ~; , получающихся Из f:tt заменой сво
бодных переменных на некоторые значения, с выражением &0 

Из О -термов, входящих в ~t , только с~ободная переменная 

выражения, т.е. терм вида ~z, может при замене перемен

ных на их значени~ перейти в Произвольное выражение; каж

дый из осталыtЬIХ термов переходит в терм. Поэтому мы 

будем сначала просматривать О -термы выражения ~е слева 
направо, сравнивая их с соответствующими О-термами вы

ражения Go , а если дойдем до терма е Z , то будем дви
гаться. от конца выражения ~t справа налево, пока снова 
не дойдем до того же терма е~ (ибо он, по определению 
L -выражения, может быть лишь в единственном числе, Срав
нение терма~ из cre с термом ~ из <Ео и попытка прида
ния свободным переменным в tJt таких значений, чтобы cflt 
совпадал с rfJ; , будет называться n р о е к т и ров а н и е м а!; 
на 6:f"o • Распространим это понятие и на выражения. Проек
тирование 'f:e на ~о - это в точности то же самое, что 
отождествление ~о как ~е ; в одних случаях удобнее поль
зоваться термином "отождествление", в других - термином 

'проектирование'. 

Оnишем теперь более подробно процесс проектирования. 

Рассмотрим сначалА случай, когда ~е не содержит скобок, 
если не считать скобок, ограничивающих спецификатор. В 

дальнейшем под скобками, входящими в ~е , мы всюду бу
дем nонимать скобки, ограничивающие терм, но не специфика

тор. Если ~е пусто, то вопрос об отождествлении решается 
тривиально: оно возможно тогда и только тогда, когда ~о то
же пусто, Если ~2· не пусто, то его можно представить в 
виде~ Фи , гдеd!( - первый О -терм выражения 0е. До
пустим, что &Jt не есть eZ. ·Тогда, если ;&о пусто, отож
дествление невозможно, Если оно не пусто, его можно пред

ставить В ВИДе~ ;:gO!' Где ro - ПерВЫЙ 0 -ТерМ ВЫражеНИЯ 
~о, Теперь продолжение проектирования возможно только 
при условии, что можно спроектировать~ на о9;. Здесь мо
гут представиться следующие три случая. 

С1. фt есть символ /il'. Проектирование возможно только 
если <:!Го также есть J/' . 

С2. ~ имеет вид .$ .$ , где Z - объектный знак. Проек
тирование возможно только, если терм ar; есть символ dl' 
(а не выражение в скобках) и только при значении перемен
ной .s Z , тождественном3. 

CЗ.c!Jt имеет вид "(di') Z , .где fYJ - список символов. 
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Проектирование возможно только, если терм d1; есть символ 
,:;' , входящий в список ffP , и только при значении !)еремеи
ной .sZ , тождественном J/ . 

Если проектирование а7( на cfl; возможно, то проблема 
отождествления 60 как ~е сводится к проблеме отождествле
ния ~01 как :Set с учетом значения С!' , принятого перемен
ной .s Z в случаях С2 и СЗ . Чтобы учесть это последнее об
стоятельство, заменим в выражении ~~ все вхождения вида 

.5 Z и вида .5 (/lj)% , в том случае, если список еР, вклю
чает Q1 , на ,{/ . Если в 6f есть хотя бы одно вхождение 
вида .5 (/lj)% , где список Jf не включает С/ , отождествле
ние невозможно. Если таких вхождений нет, то выражение, 

полученное из 'tu в результате указанной замены , обозна
чим через ~; , и проблема сводится к отождествлению ~ 

~ ~ ~ 
как oet. 

Если, отщепляя таким образом терм за термом, мы прихо

дим к ситуации, когда первый О-терм dJё имеет вид е% , 
мы приступаем к совершенно аналогичному движению справа 

налево, представляя l;e и '80 в виде ~е1 &( и 80,С11';. Если 
выражение ~е сводится к одному терму e:iZ , то оно спроек
тируется на оставшееся выражение и переменная е Z приме·т, 
таким образом, единственно возможное значение. 

Итак, для L -выражения ~t , не содержащего скобок, на
ша теорема доказана. Докажем ее индукцией по числу пар 

скобок, встречаюшихся в ~l • Допустим, что для выражения 
с числом пар скобок, не превышаюшим n , теорема доказана. 
Только ·что рассмотренный случай n• О будет служить нам 

базисом для индукции. Рассмотрим L -выражение i!;t , содер
жашее n + 1 пару скобок. 

Наличие скобок в tEe требует рассмотрения еше одного 
случая, в дополнение к случаям С1 -СЗ, который может воз
никнуть при проектировании терма @'{ на терм r:ff; : 

С4.е!; имеет вид (f!ei) , где ~и -некоторое выражение. 
Проектирование возможно только, если терм~ имеет вид 
(~ot)• где ~ot выражение, которое может быть отождест
влено как ~и . 

По теореме выражение iEet является L-выражением. 
Кроме того, оно содержит по крайней мере на одну пару 

скобок меньше, чем выражение &е. Следовательно, по индук
ционному предположению алгоритм проектирования ~i на ~oi 
дает ответ о возможности отождествления и, в случае поло

жительного ответа, припишет каждой переменной из :Cei одно 
вполне определенное значение. Теперь нам остается только, 

подобно тому, как это делалась в случаях С2 и СЗ , заменить 
~lt на ft/1 путем подстановки значений всех переменных, 
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встречавшихая в :gti (если такая nодстановка возможна)·, и 
nристуnать к nроектированию ~;, на :С~,, которое также 
даст нам однозначный ответ, ибо ~;,тоже ·содержит не боnее 
n пар скобок. 

Это завершает оnисание алгоритма nроектирования и дока

затеnьство теоремы 2. Кроме того, мы доказали следующее 
утверждение: 

Т е орем а З. Алгоритм nроектирования L-.выраж~ния ~е 
на объектное выражение . ~и всегда дает. ответ о возможности 
отождествления :go как ~е , а nри nоложительном ответ.е 
дает также соответствующий на~ор значений свобод:иых nере

менных. 

Рассмотрим все вхождения свободной nеременной символа 

с индексом ::Ф в тиnовое выражение ~t • Доnустим, что 
н:екоторые из них ·имеют сnецификаторы. Составим сnисок, 
яВляющийся nересечением всех сnисков, входящих в эти сnе

цификаторы. Пусть этот сnисок есть gJ . ЗаменИм все вхоЖ
дения nеременной .5% в Gt; на .s(f!J>)Z. Эту, цро~едуру назовем 
унификацией сnецификаторов. Очевидно, что если· 

~t и ~; разпичаются лишь таким образом, что это различие 
Исчезает nосле унификации сnедифика-rоров некоторых nеремен;... 

ных, они эквивалентны в том смысnщ что· любое ~" отож.в.ест
вимо как ~t тогда и только тогда, когда. оно отождествимо 
как ~; • Если в L-выражении ~ сnецификаторьr всех nере
менных унифицированы, то алгоритм отождествления уnроща

ется: nодстановка значения свободной nеременной в оставш·ую

ся часть ~et оказывается всегда возможной. 

Рефал-:машипа 

Рефал-машина имеет три наблюдаемые части: nо л е n а
м я т и, nредставляюшее собой nоследовательность nредложе

ний, которая не меняется в nроцессе работы машины; nо л е 

з ре н и я, являющееся в каждый момент времени некоторым 

рабочим выражением, nреобразуемым рефал-машиной; у к а

за т е ль с о с т о я н и я, который может nринимать значения,: 

"работа", "аварийная остановка" и "нормальная остановка". 

Мы будем также говорить, когда это удобно, что nоле nамяти 

содержит nоследовательность предложений, а nоле зрения со

держит то или иное выражение. 

Работа рефал-машины складывается из ряда однотиnных 

действий, называемых ш а г а м и. Выnолнение шага начида-

ется с nоиска в nоле зрения веuущего знака k • Если в поле 
зрения нет знаков k , рефал-машина nриходит в состояние 
нормальной остановки. Найдя ведущий знак k , машина срав
нивает его область действия, которую мы будем называть 
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к о н к р е т и з и р у е м ы м вы р а ж е н и е м, с левыми частями 

предложений, составляющих поле памяти, пытаясь с помощью 

описанного выще алгоритма отождествить конкретизируемое 

выражение как левую часть одного из предложений. 

Найдя в поле памяти первое такое предложение, что кон

кретизируемое выражение может быть отождествлено как его 

левая часть, рефал-машина заменяет в поле зрения конкрети

зируемое выражение вместе с ограничивающими его знаками k 
и ...L на правую часть предложения, в которой все свободные пере

менвые заменены на те значения, которые они получили в процес

се отождествления.Этим выполнение шага заканчивается, и ма

шина переходит .к выполнению следующего шага. 

Если рефал-машина не находит подходящего выражения, 

она приходит в состояние аварийной остановки. 

Употребляя термин а л г ори т м в обычном значении, 

можно сказать, что последовательность предложений есть опи

сание алгоритма преобразования выражений на языке РЕФАЛ. 

Поэтому мы будем также называть последовательность nред

ложений ал горит м о м. Процесс преобразования рефал-ма

шиной поля зрения lfЛИ его подвыражения будем называть 

к о н к ре т из а ц и ей данного вы раж е н и я. Пусть задан 

алгоритме?t и рабочее выражение :g • Приведем в действие 
рефал-машину с полем памяти alt и полем зрения 8. Если 
после совершения векоторого числа шагов машина придет к 

состоянию нормальной остановки, то ее поле зрения будем 

называть результатом конкретизации 8 . Если маш~rна при
ходит в состояние аварийной остановкlf или не останавливает

ся вообще, будем говорить, что конкретизация ~ невозможна. 
Иногда мы будем для краткости называть результат конкре

тизации ~ просто конкретизацией & . 
Пусть в алгоритме &l есть хотя бы одно предложение с 

детерминативом ~. Тогда можно построить знаковую ма
шину, называемую функцией cfJ'. Она имеет две наблюдаемые 
части: поле аргумента-значения, содержащее не-

которое объектное выражение, и указ а т е ль рез ультат а, 

который может находиться в одном из двух состояний: "нет 

результата" и "есть результат". Устройство функции&'"вклю
чает в себя рефал-машину, поле памяти которой содержит ал

горитм c!l . Перед началом работы функции сfТ указатель при
водится в состояние "нет результата", а в поле аргумента -
значения вводится некоторое объектное выражение :С , на
зываемое аргумент о м. Когда мы включаем функцию cff, 
ее устройство вводит в поле зрения рефал-машины выражение 

kcf76 _1_ и запускает ее. ЕслИ конкретизация этого выражения 
возможна, то ее результат называют значение м фу н к-

ц и и cf7 от ар г у м е н т а <3 • Он вводится в поле аргумен
та-значения, вместо & , а указатель результата приходит в 
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состояние "есть результат". Если конкретизация невозможна, 

указатель остается в прежнем состоянии, и говорят, что для 

данного аргумента значение функции dF не определено. 
Отличие функции от алгоритма (точнее от рефап-машины, в 

попе зрения которой введен алгоритм) состоит, во-первых, в 

том, что преобразуется не рабочее, а объектное выражение, 

а во-вторых, в том, что наблюдаемым является лишь резуль

тат преобразования, а не весь процесс. Поэтому две функции, 

которые при одинаковых аргументах всегда имеют одинако

вые значения, рассматриваются как тождественные, если даже 

они определяются различными алгоритмами. 

Последовательность предложений с детерминативом cfr бу
дем называть оп и с а н и е м функции dТ. 

Чтобы сократить и сделать более удобочитаемой запись, 

мы будем пользоваться следующими правилами скорописи: 

1) индекс свободной переменной набирается шрифтом мень
шего размера и помещается в нижнюю позицию; заглавные 

буквы при этом заменяются на строt,~ные; 

2) знак § при пустом комментарии может опускаться. 
Предложение всегда начинается в определенной позиции с но

вой строки; 

3) в качестве детерминативов функций могут использо
ваться греческие буквы, которые формально рассматриваются 

как составные символы (например есть сокращение для 
'ALPHA' и т.п.). 

2. Классы и подклассы 

Каждое типовое выражение .?t можно сопоставить 
с множеством всех тех объективных выражений, ко

торые могут быть отождествлены как ~t • Это множество мы 
назовем к nа с с о м, из о бра ж а е мы м выражен и е м ~t 
или просто к nа с с о м ~t . Класс, изображаемый L -выра
жением, назовем L -к nа с с о м. Дополним наш метаязык 

знаками, выражающими отношения и операции на множестве 

множеств объектных выражений. (Тот факт, что эти знаки 
используются как элементы метаязыка, а не как объектные 

знаки РЕФАЛа, будет всегда ясен из контекста). С помощью 
знаков С и будем записывать отношения включения и 

равенства, а с помощью n и и - операции пересечения и 

объединения. Знак f2J будет изображать пустое множество. 

Мы не будем отличать объектное выражение от класса, изо

бражаемого этим выражением (и состоящего, очевидно, из 
единственного элемента). Поэтому запись Ж0 С ~t, где :fo -
объектное выражение, означает отождествимость 2"0 как ~t. 

При определении отождествления были введены правила 

В 1-83 подстановки вместо свободных переменных их значений. 
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Теперь мы обобщим понятие подсталовки на случай, когда 

значениями переменных могут быть типовые выражения. Будем 
называть л р а в и ль н о й по д с т а н о в к о й в :gt" замену всех 
свободных переменных, входящих в ~t, на некоторые выра
жения, называемые их значения м и, при соблюдении сле

дующих правил: 

В '1.3начением свободной переменной выражения может 

быть любое типовое выражение. 

8'2. Значением неспецифицированной переменной символа 
может быть любой символ или любая свободная переменлая 

символа. Значением специфицированной переменной лмвола 

может быть символ, входящий в ее спецификатор, или специ

фицированная переменлая символа, спецификатор которой со

держит подмножество символов, входящих в спецификатор 

заменяемой переменной. 

В '3. Значения всех вхождений одной переменной должны 
совпадать. 

В'4. Совокупность всех значений не должна содержать 
двух переменных с одинаковыми индексами, но разными 

признаками, 

Так как правил-а разрешают замену переменной на себя, 

подсталовка может затрагивать лищь часть переменных (но 
обязательно в с е вхож д е н и я этих переменных). Резуль
тат применения правильной подсталовки 6 к выражению ~ 
будем изображать в виде 611 '<f:. 

Т е орем а 4. / Пусть даны типовое выражение ~ и типо
вое выражение lift •,61/ ifft , полученное из ~t правильной под
становкой. Тогда ~t С ~r. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть объектное выражение ~о 
отождествимо как ~~ . Значит, сущест~ует такая подсталовка 
6 0 , что /go • 6 011 :g; . Отсюда :go • 6 olf С611 <'ft ]. Легко видеть 
что композиция подстановак 6 и 6 0 является правильной 
подстановкой. Следовательно, fgo отождествимо как Жt. Итак, 
fg0 с ~~ влечет ~0С ~t , то есть ;g~ с: ~r . ' 

Класс [g; , образованный из :Ct путем подстановки, будем 
называть по дк лассо м класса ~t, или его сужением. 
Процедуру выделения подкласса из класса ~t мы также бу
дем называть су ж е н и е м класса ~t'. Заметим, что !.од-
класс L-класса не является, вообще говоря, L -классом, 
Так, любой класс есть подкласс L-класса е1 • 

Рассмотрим несколько примеров. 

Класс, состоящий из всех выражений, содержащих ровно 

два символа, изображается типовым выражением s1 s 2 
Классу, включающему все выражения, начинающиеся и кон

чающиеся одной и той же цифрой, соответствует типовое 

выражение 
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С помощью подстаиовки 

е2 __, = 

выделяем из этого класса подкласс 

8(13579)1 - 8(1357q)1 

Обозначим через <f,1 типовое выражение 

81 е2( 8З + 81 е4) е5 

Класс ig1 включает, в частности, выражения 

А(В+А*)С 

АГРО(НОМ)(Х +АГРОНОЧ)? 

и другие. Подстановка 

"1 ... 81 

е2 __, е2 ( 137 s 1 ех) 

s3 ... s (АВ )1 , 

переводит класс ~~ в класс ~2 
8 1 е 2 (13781 ех) (8(АВ)1 + s 1 )fi 

который является его подклассом. 

Займемся объединением и пересечением классов. Объеди

нение двух классов может быть классом, а может и не быть 

им. Например, объединение классов 8 (Jf!)a и 8 (34) Ь есть 
класс 8 (11!34) а • С другой стороны, множество всех термов 
есть объединение двух классов - s1 и (е1 ) , и оно никак не 

может быть представлено в виде одного класса, Наилучшим 

представленнем для этого множества является объединение 

81 U ( е1 ) двух классов. Представление множества в виде 
объединения некоторого числа классов мы будем считать удов

летворительным и поставим пернд собой задачу выразить в 

этом виде пересечение двух произвольных классов. 

Мы дадим решение этой задачи в виде алгоритма, огра

ничившись, однако, тем случаем, когда один из рассматри

ваемых классов является L -классом. Для выполнения экви
валентных преобразований этого случая оказывается доста

точно. Это связано с тем, что в левые части предложений 

могут входить только L -выражения. 
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Итак, пусть дано L-выражение ~е и произвольвое типо
вое выражение ~ . Не ограничивая общности, мы можем 
считать, что в обоих выражениях спецификаторы всех пере

менных унифицированы, Найти пересечение :gt n ~е - значит 
найти множество всех таких объектных выражений <80 , ко
торые входят в класс ~с и в то же время отождествимы как 
~е, Таким образом, наша задача является обобщением зада
чи о синтанkсическом отождествлении. Допустим, что ~t есть 
объектное выражение; тогда ~t n ~е совпадает с &t , если 
отождествление возможно, и пусто, есть отождествление· не

возможно, Вопрос однозначно решается описанным выше ал

горитмом проектирования :Ее на ~t. В общем случае мы то
же будем решать вопрос путем проектирования 'if:e на ~t , 
однако будем помнить, что ~t теперь представляет не одно 
объектное выражение, а множество их, и в процессе проекти

рования мы будем сужать это множество, выделяя из него то 

подмножество, на которое проектирование возможно. 

Обращаясь к описанному выше алгоритму проектирования, 

мы обобщим его, учитывая, что в ~t могут появиться три до
полнительных класса термов:..sUs~)о/ и eCf (мы используем 
новые метасимволы, чтобы не смешивать свободные перемен

вые в ~t со свободными переменными в ~е ) , Подклассы 
класса ~t мы будем описывать указанием на те подстановки, 

с помощью которых они получаются, Подставовки будут изоб

ражаться в виде s 'f~ ~ и т,п, Тот факт, что свободная пере
менная из ~t принимает определенное значение, будем запи
сывать кратко, используя стрелку, направленную в другую 

сторону а%--~, и т.п. 
В самом начале применения алгоритма возникает новая 

возможность, которую мы опишем, введя дополнительный пункт 

со: 
СО. Если &е пусто, то отождествление возможно, либо если 

~t пусто, либо если ~t есть последовательность векоторого 
числа свободных переменных е 1/f ... е~ (среди которых могут 
быть и одинаковые). В последнем случае необходимо сужение 
~t подстановкой е~- (пусто>•· •• , e1J;i< пусто>. 
Теперь будем двигаться слева направо по выражению~(' , от

щепляя, как и раньше, терм &f от ~е и терм d1(. от ~t . Отличие 
от прежнего будет иметь место, если терм фt. есть свобод
ная переменная, Оnишем возможные случаи, введя по три до. 

nолнительных nункта к каждому из nунктов С1-С4. 

Напоминаем, что случай С1 имеет место, когдаd!{ есть 
символ сУ'. 

C1,1.cf( есть .s1J . Отождествление возможно только при 
сужении <>1/.-df> • Следовательно, мы выnолняем эту nод
становку в (gt и nродолжаем nроектирование, 
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С1.2.фt есть .s {~)1/ • Еслисil' входит вФе, пос-rупаем 
как в п. 01.1 • В противном случае отождествление невоз
можно. то есть *- n (;ft = flJ. 

C1.J.if!!tecтьef. Разобъем класс lt на два подмножества: 
первое образуется как сужение класса ~t подстановкой е r;
<пусто>, во второе войдут все остальные объектные выраже

ния. Относительно пересечения первого подмножества с клас

сом lt мы пока сказать ничего не можем, надо просто про
должать проектирование. Во втором подмножестве, чтобы было 

возможно проектирование, значение е 1J должно начинаться с 
символа df . Множество всех выражений есть подкласс, обра
зований подстановкой е CJ~~df'er;. Итак, в данном случае мы 
выделяем из класса ~t' два подкласса, в которых возможно 
отождествление, и в каждом подклассе продолжаем проекти

рование независимо друг от друга, 

Случай С2 имеет место, когда а9;' есть вZ. 
02.1. af есть 8CfJ/. Какое бы значение ни приняла я е ремен

ная 86J/ в объектном выражении 8;, с ~t , переменкую 8 ~ 
можно будет спроектировать на это значение. Поэтому мы 

положим 8%~8~(8%принимает значение 8С1f/)и продолжим 
проектирование. Однако мы должны учесть, что переменная 

8~ уже приняла значение, Это значение не есть какой-либо 
определенный символ, который мы могпи бы подставить вместо 

s% в оставшуюся часть ~· О нем известно только, что оно 
должно совпадать со значением .в'У- Мы учтем это, заменив 
в оставшейся части ~t все вхождения 8 Z' на а tJI (читать: 
чу ж а я п е ре м е н н а я CJI ) • П роектирование такого терма 
мы опишем в пункте Сб • Так как выражение ff~ содержит 
теперь ссылки на свободные переменвые из g't , сужение в 
~t должно сопровождаться векоторой модификацией 'iSt. 
А именно, при сужении 8 cy ... if мы должны чужие переменвые 
1J заменить на ~ (с заменой 8 на а ) • Это замечание надо 
рассматривать, в частности, как поправку к уже описанным 

случаям С1.1 и 01.2. 
С2.2.dfесть 8(Q)~ . Положим 8%-s(/RYJ!и в оставшейся 

части ~l заменим гZ на а (tR)dJI. 
С2.3.d[есть е ry. Аналогично пункту С1.3 выделяем два 

подкласса, в которых можно продолжать проектирование: 

е Cljl ... <пусто> 

е~ ... sc:f1 eVf 
Во второй подстаковке ~ - объектный знак, отii11чный от 

всех и~дексов переменных в ~t и переменных, введенных ра
нее в процесс сужения ~t • 

Случай СЗ имеет место, когда ~ есть гrl/')Z. 
C3.1.cf{ есть го/. Производим сужение 8'!/ ... 8 {ll')Cfl· 
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Переменной 8~ придаем значение s1J. Вхождения s(.9);:t5 
в ~t' заменяем на а ( .9)1J. 

СЗ.2.4"есть 8 (ФJор. Производим сужение s(Ф)o/-+s{#(,)~, 
где~ - пересечение списков .9 и О . (Если~ пусто, 
отождествление невозможно). Переменной в.Z придаем значе
ние sfffг)'Jj_. Вхождения s{c?)Z в ~е заменяем на а {d!г)1J. 

РЗ. з.аrесть е 1J' . Выделяем два подкласса: 
ер.... <пусто> 
е '1/-+ s ((f1J )<lj, е r;y 

Случай 04 
()4,1-2. Если 

имеет место, когда d:f есть (~t'i). 
~ есть символ или свободная переменмая 

символа, отождествление невозможно. 

С4.З.с{"есть eCfl. Отождествление возможно в двух под
классах: 

е 1/-+ <пусто> 

etj'-+ (etfh) e1J 

Теперь нам надо еще расмотреть случай, которого не 

было при отождествлении объектных выражений, а именно, 

случай, когда ~ есть чу ж а я переменмая символа. Будем 
считать, что она имеет вид а {/lJ)1J. Случай отсутствия спе
цификатора вклю'!ИМ сюда, введя воображаемый/?' , содержа
щий все мыслимые символы, и опуская в конечных выраже

ниях ( .9') , если .9' - такой список. 
С5. Рассмотрим сначала случай, когда терм<:% не явля

ется свободной переменной. Пусть cf/; есть некоторый символ 
Jf'. Если8' входит в/!/', то производим сужение класса ~t 
подстановкой lf!/-+J/ и одновременно в ~{ заменяем всюду 
a(li')OJI на 8' . Если V не входит в .9', отождествление невоз
можно. Если d1{: есть ( ~t-i) , то отождествление невозможно, 

Теперь обратимся к свободным переменным. 

П5,1.сf[есть sW. Производим сужение sf%: -+s(Y)CJ'и считаем 
что терм dY( спроектирован на терм с?;. 

С5. 2. «tfесть 8(f;J)tl:. Обозначим через~ пересечение&' и 
С(. Если оно пусто, отождествление невозможно. Если оно 
не пусто, производим два сужения: s~)f!E~s{?Je)jlи в(f!')CV ..... в{JRJ1f. 
и одновременно всюду в ;rf заменяем aP)1J на а ~)'1f. · 
Заметим, что в пп. С5.1 и С5.2 индекс~ может, в частности, 
совпадать с индексомо/ . 

С5.З.<lfесть ef!V. В этом случае производим выделение 
дgух подклассов: 

ei/} ... <пусто> 

efl}-+ вfJ')CVeflJ 

Этим мы заканчиваем описание проектирования термов, 

отличных от e::i5. Движение справа налево происходит совер
шенно аналогично, только при выделении подклассов по зна-
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чению nеременной е CJ/ терм отщепляется не слева, а справа, 
например в п. С1.3. 

е rJ. .. <пусто> 
e1J ~ е oy_Jf 

в п. С2.3 

<пусто> 

и т.д. 

Когда ~ превращается в е%, оно nроектируется на лю
бое ~t , приним4я его в качестве значения. На это правило 
мы будем ссылаться как на правило Сб • 

в процессе проектирования свободные переменные из zt 
принимают значения, в которые могут входить свободные пе

ременные из ~ , и которые, следовательно, могут меняться 
в результате сужений ~t . Поэтому, чтобы получить в конце 
nроектирования правильный список значений nеременных, надо 

либо подновлять этот список nри каждом сужении ~t• либо 
nровести повторное отождествление выделенного nодкласса 

(при котором, очевидно, сужений уже не будет). 
Результат рассмотрения обобщенного алгоритма проекти

рования можно сформулировать следующим образом. 

Т е орем а 5. Алгоритм проектИJювания l- -выражения ~ 
на типовое выражение ~t дает nредс.тавление множества 
~( n ~t в виде ~: u ~: ... и ei 1 где '8t'- подклассы класса ~t" 
а n·- чцсло, которое может быть, в частности, равно нулю 

(тогда~( n ~r = w). 
Рассмотрим несколько примеров проектирования ~ на g't. 

Для краткой записи хода проектирования примем несколько 

соглашений. Правило, используемое на данном щаге алгорит

ма, будем указывать, nомещая в начале строки буквенно-циф

ровое обозначение соответствующего случая (nункта), отде
ленное от остальной части двоеточием, например: С2.1:. 

Если движение происходит справа налево, номер nункта поме

чается звездочкой: С2.1*. Знаки равенст.ва и запятую будем 

использовать как разделители; смысл их ясен из контекста. 

Во избежание nутаницы эти знаки не будут входить в рефал

объекты в качества объектных знаков. Когда используется 

одно из прав1:л, выделяющих из ftt: два подкласса, возникает 
разветвление. Сначала мы всегда будем исследовать ту ветвь, 

которая получается подстановкой e'JI+ <пусто> • После заверше
ния исследования этого подкласса и всех порожденных им 

подклассов (с учетом возможных разветвлений) мы вернемся 

к исследованию второй ветви. Для этого мы будем метить 

начала разветвлений, nомещая непосредственно за знаком 

52 



двоеточия порядковьtй номер разветвления, заключенный в 

скобки. 

1. Найдем пересечение следующих классов: 

Же • А s 1 ( е2 ) е3 81 А 

~t .. А sa (С + е Ь ) ее 

С1: Удаляем первый знак А Ь w и <Р 
0( 0t . 

С2.1: 81 ...- sa, ~t = (е 2 ) е 3 аа А 

С4: ~ti == е2' ~i= С + еь 
Сб: е 2 ~ С+ еь 

~t • ез аа А ~ • ее 
C1.3:t!.: (1) ее .. <nусто> 

Отождествление невозможно. Возврашаемся на ( 1), 

С1.з~~: {1) ее ... ее А 

С1: ~е= ез аа g't= ее 
G5.3*: (2) еС ... <.ПуСТО> 

Отождествление невозможно. Возврашаемся на (2). 

ГJ5.3'К: (2) ее .. ее sa 

Фе- ез' ~- ее 

Сб: е3 - ее 
Отождествление закончено, Собирая все подстановки, на

ходим, что ~ n ~ есть подкласс ~ ' получаемый подстанов-
кой: е t t 

ее ... ее 8а А 

Он изображается выражением 

А Sa (с + еь ) ее 8а А 
которое отождествляется как g;, nри значениях переменных 

2. Пусть 
81 - sa, е2 +-' с + еь • ез ~ ее 

~-s1(e2)e3s4A, ~t- е1 + е2 

(вместо "Отождествление невозможно, Возврашаемся на (n) 
будем писать "х ( n) ".) 

С2.З:(1) е1 ... <пусто> 

С2: s1+- +, ~t • (е2 ) е3 s4 А, itt • е2 
С4.3:(2) е2 ... <пусто>, х (2) 

С4.3:(2) е2 ... (е3 ) е2 
Сб: е 2 ~ е3 
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~ .. е3 84 А, ~ = е2 

01. з• :(З)е2 -+ <пусто> , х (3) 

u1.З>~::(З) е2 -+ е2 А 
02.3~:(4) е2 ... < русто>, х (4) 

U2 •. ~~: ( 4) е2 -+ е2 114 

02.1*: 8 4 +- s4 

С6: е3 .... е2 

Отождествление закончено. Получен подкласс 

'$;- + (е3 ) e2 s4 А 
Возвращаемся на ( 1). 

02.3:(1) е1 -+83 е1 

02,1: 81 +- 83 

~е = ( ez) ез 84 А, gt- е1 + ez 

04.3:(5) е1 -+ <пусто> , х ( 5) 

04.3:(5) е1-+(е4)е1 

Об: ez +- е4 

01. 3*:(6) ez ... <пусто>, 
01.3*:(6) ez .... е2 А 

~-'t: ез 84 ' g = 
t 

02. :~*:(7) е2 ... <пусто> 

02: 8 4 ....- + 

06: е3 ..- е 1 

х (6) 

е1 + е2 

Отождествление закончено. Получен подкласс 
~: • 83 ( е4 J e:t + А 

Возвращаемся на (7). 

02.3*:(7) е2 -+ е2 8 5 

С2.1 8 4 .--85 

06: е3 ...... е1 + е2 

Отождествление закончено. Получен подкласс 

~"= s 3 (е4 ) е1 + е2 s 5 А 
Таким образом, t 

~tП ~t = ff/ И 'i!% И g~ 
Как легко увидеть, классы, на которые мы разложили 

~n jgt, пересекаются. Например, объектное выражение +(А)+ А 
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входит в первые два подкласса, а выражение +(А) ++А 

входит во все три подкласса, 

3. Найдем пересечение классов: 

~е= 84 (е2 8(АВС)1 ) 8 4 8 (АВС J1 

~t= 8(АВ) 1 (ВСех8(АВ)1 ) е2 8(ВС! 2 

СЗ.i: s4 ~ 8(АВ)1 

~= (е2 s(ABC) 1 ) а (АВ)1 s (АВ) 1 

С4: ~i- e2 s(ABC)1 ,~ti= BCezs(AB)1 

сз.2~: s(AB)1 -+ s(AB)1 , 8( ARCJ 1 -Е- 8(АВ) 1 
С6: е2 <-- ВСех 

Отождествление в скобках закончено. Значения перемен

ных, которые были найдены, должны быть подставлены в 

оставшуюся часть :ge , а подстановка переменных в ~ (в 
данном случае тривиальная) должна быть распространена на 
оставшуюся часть gt . 
Получаем: 

~ = а( АВ) 1 а(АВ )1, g~ = е2 8 (ВС)2 
r,s, 5:(1) е2 .... <nусто> 

С5.2: s(BC)2 -+ s(B)1 

:fe • а(АВ)1, fgt • <пусто>, х (1) 

С5.3:(1) е2 -+ s(AB) 1 е2 
~ - а(АВ) 1 , fgt • е2 s(BC )2 

С 5. 3:(2) е2 -+ <пусто> 

С5.2: 8(ВС)2 -+ s(B) 1 , s(AB) 1 ... s(R)1 
Отождествление закончено, Получаем подкласс '8: = s(R)1 (ВСех 8(8)1 ) 8 (В)1 s (В) 1 
Заметим, что если список символов в спецификаторе содер

жит один символ, переменную можно заменить на этот 

символ •. 11.так, 

~; = В (В С ех В) В В 
Однако, мы еше не исследовали все возможные подклас

сы, Возвратимся на разветвление (2) 

05,3:(2) е2 -+ s(AB)1 е 2 , 

~е= < пусто>, ~t • е2 s (ВС) 2 • 
Отождествление невозможно, Следовательно, подкласс 'if;; 
исчерпывает пересечение ~f n ~t. 

Если выражение '8t , на которое происходит проектирование, 
является, как и проектируемое выражение ~е , L-выражением, 
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то совокуnность nодклассов, nолучаемая в результате, обла

дает следующим важным свойством. 

Т е о ре м а 6. Пересечение двух L-классов, nостроенное 
с помощью алгоритма nроектирования, является объединением 

nопарно непересекающихся L -классов. 
Д о к аз а т е ль с т в о. Выделяемые nодклассы образуются 

и.э L -выражения ~t nутем nодстановки на место свободных 
nеременных некоторых тиnовых выражений. Возможные nод

стаковки таковы, что свободные nеременвые символа никогда 

не по рождают новых nеременных вида е%, а nеременмая вида 
е~ если и nо рождает новую nеременкую вида е~, то только 

взятую в скобки (nравило G4.JJ), Следовательно, L-выражение 
~ может породить только L -выражение. 

Увеличение числа nодклассов nроисходит nри nрименении 

одного из nравил 01. 3, 02.3, 03.3, 04.3, 05.3, которые мы будем 
называть ветвящим и. Первую альтернативу в этих nра

вилах назовем обрывающей nодстановкой, вторую

у д л и н я ю щей nо д с т а н о в к ой. 

Если ~"t не содержит nеременных вида е Z, то алгоритм 
nроектирования может дать не более одного nодкласса. 

Рассмотрим разветвление, nорождаемое nеременной e.Z 
на основном уровне скобочной структуры. Обозначим через n 
число о-термов в ~t , не считая e'Z , и заметим, что nри 
исnользовании всех nравил, кроме ветвящих, число термов 

не меняется. Если nри nервом разветвл.ении мы совершаем 

обрывающую nодстановку, то получаем nодкласс, каждЬiй 

элемент которого состоит равно из n n-термов, а совершая 

удлиняющую nодстановку, nолучаем nодкласс, где каждый 

элемецт содержит не менее чем п+ 1 О-терм. Следовательно, 

этИ nодклассы не пересекаются. Второй подкласс может 

снова расщеnиться, благодаря nрименению ветвящего правила 

к той же nеременной, но это расщеnление снова дает два 

непересекающихся подкласса и т.д. Сколько бы раз ни nро

исходило ветвление по nеременной е% , мы будем получать 
только поnарно неnересекающиеся подклассы. Следовательно, 

два nодкласса могут nересекаться только в том случае, если 

nри всех разветвлениях по nеременной е~, расnоложенной 
на основном уровне скобочной структуры, каждый раз выби

ралась одна и та же альтернатива. Таким образом, на основ

ном уровне скобочной структуры эти подклассы (точнее, 
изображающие их L -выражения) должны совnадать, и полу
чить два различных и nересекающихся nодкласса мы можем 

только в том случае, если одно из выражений, входящих в 

скобки, может породить такие nодклассы, Ясно, что это воз

вращает нас к исходной точке, и невозможность получения 

таких nодклассов можно доказать путем индукции по глубине 

скобочной структуры. 
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В дальнейшем нам понадобится небольшое обобщение тео

ремы 6. Назовем к о н ори г и н а n ь н ы м и те подстановки 

67. свободных переменных в типовом выражении $,:- , кото-
рые получаются в результате проектирования на ~t векото-
рого L-выражения ~((так что 6;1/~ суть сужения ~t , 

отождествимые как ~е. ) . Подставовки 6; могут быть при
менены н.е только к &.• но и к любому другому вьrражению, 
содержащему лишь те переменные, которые входят в ~t • 

Если это выражение является С.. -выражением, то имеет место 
следующая теорема. 

Теорема 7. Пусть 6j приj•1,2, ... ,r коноригинальные 

подстановки, а fg - некоторое L -выражение. Тогда 6; 11ft
попарно непересекающиеся L -классы. 

При доказательстве теоремы 6 мы опирались исключительно 
на коноригинальность используемых подстановок. Отсюда сле

дует и теорема 7. 

3. Эквивалентные преобразования а.лrоритмов 

Преобразование алгоритма<Эi в алгоритм Gli' мы назовем 
строго эквивалентным, если заменасА нас>f'в попе 

памяти рефал-машины не меняет наблюдаемых действий ре

фал-машины при любом попе зрения, Под наблюдаемыми дей

ствиями мы понимаем изменение состояния наблюдаемых ча

стей машины, т.е. в данном случае - содержимого поля зре

ния и указателя состояния. 

Если oll' строго эквивалентен о4 , то области определения 
этих алгоритмов совпадают, т.е. &i/ приводит к нормальной 
остановке тогда и топ~ко тогда, когда аА, приводит к нормаль
ной остановке. Целесообразно несколько ослабить это требо

вание. Мы будем называть просто эк в и в а n е н т н ы м пре

образованием алгоритма&{ зам~ну его на такой алгоритмоi!, 
что при любом попе зрения результаты выполнения одного 

шага рефал-машиной, загруженной алгоритмом al, и рефал
машиной, загруженной алгоритмом&(', связаны следующим 
образом. Еспио-1 не приводит к аварийной остановке, то &i' 
дает в точности то же новое попе зрения, что иСРf. Если CYi 
приводит к аварийной остановке, то результат выполнения 

шага при алгоритмеоi 'может быть любым. 
Для алгоритмов, которые никогда не приводят к аварий

ным остановкам, понятия простой и строгой эквивалентности 

совпадают. На РЕФАЛе ветрудно описывать алгоритмы таким 

образом, чтобы аварийные остановки были заведомо невозмож

ны. Для этого достаточно следить за тем, чтобы для всякой 

функции & объединение всех классов, представляющих аргу
менты левых частей описания этой функции, было бы тождест

mнно множеству всех выражений, В частности, к описанию 
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функции~ можно добавить в конце предложения с левой ча
стью ff е1 и доопределить тем самым функцию§' так, как 
представляется удобным. Однако это зачастую приводит к 

удлинению программы без вс.якой необходимости. Пусть, на

пример, нам нужна функция "' , которая уничтожает первый 
символ выражения, и мы всегла обращаемся к этой функции 

таким образом, что ее аргумент действительно начинается 

с символа, Тогда достаточно одного предложения, чтобы опи-

сать функцию "' : 
kocs 1 e2 "'s1 

Алгоритм, использующий фу:1кцию "' , может быть всюду опре
деленным, хотя сама функция "' таковой не является. Как бы 

мы ни доопределяли функцию "' , это не повлияет на алгоритм 
в целом. Итак, даже для строго эквивалентного преобразова

ния алгоритмов может оказаться полезным просто эквивалент

ное преобразование его составных частей, 

Первое правило эквивалентного преобразования алгоритмов 

непосредственно вытекает из его определения: 

Правило RA1. К алгоритмусi rvожно приписать (вконце) 
любое предложение. 

Пользуясь алгоритмом проектирования, мы можем по дан

ной паре левых частей L', и ..6'2 определить их пересечение, 
что дает возможность совершить неко-.·орые эквивалентные 

преобразования над алгоритмоivl, содержащим предложения с 

этими левыми частями. Три частных случая пересечения двух 

L - выражений, а именно, когда пересечение пусто или сов
падает с первым или вторым выражением, дают нам еще три 

правила эквивалентного преобразования алгорит~1ов. 

Правило RA2 (перестановка). Пусть два предложения 
с левыми частями L 1 и о/32 такими, что ~~ П..С2=е стоят в ал
горитме рядом. Тогда их можно поменять местами. 

Пр а в и л о Е АЗ (экранировка). Пусть предложение с 
левой частью~~ предшествует предложению с левой частью ot;2 , 

причемое,пое..L-=.,6'., (т.е. L 2 c.,(;1 ). Тогда второе предложе-
ние можно удалить. 

Правило F:A4 (поглошение). Пусть в аЛгоритме 
стоят рядом два предложения 

kaC1 ~o:R, 
ko('J2 -dftg 

причем~n.е2 =L, ( т.е. о/)1 сое2 ) и если в die2 заменить все 
свободные переменвые теми значениями, которые они прини

мают при отождествлении ое, как ае2 ' то~2 совпадает с сfг,. 
Тогда первое предложение можно удалить, 

Доказательство справедливости этих правил тривиально, 

поэтому мы ограничимся тем, что приведем пример, в кото

ром используются все правила EA1-F:A4. 



Большую роль в различных Приложениях эквивалентных 

преобразований рефал-программ играют предикаты, то есть 

функции, которые принимают только два значения: Т и F • 
Предикаты как раз и дают наиболее богатый материал для 

применения правила ЕА4. Допустим, что предикат "' описы

вается следующими предложениями 

§ • 1 k "' 81 "V F 

§ • 2 k ос 8 1 8( +- )2 "' F 

§, З k ос 81 82 '"" F 

§.4koc 8(+-\82 "-'Т 

§.5k"' 81 82 83 "' F 
f,бkoc 8182 8 3 84 85 "'krз e5 J... 

Предложение §.4 не будет работать никогда, так как оно 
экранируется предложением § .3. Поэтому мы отбрасываем 
§ .4 (правило ЕАЗ ) • Предложение § .2 поглощается предложе
нием §.3, поэтому мы и его отбрасываем (правило ЕА4). 
Легко видеть, что все оставшиеся предложения перестано

вочны (правило ЕА2 ) , поэтому мы перепишем алгоритм 
следующим образом: 

§ .1 k "' 818283 84 е5 "'krзesl.. 

§.2 koc 81"' F 

§ • з koc 81 82 "' F 

§ .4 k"' 81 8 2 83 F 

Пользуясь правилом ЕА1 , допишем еще одно предложение: 

§. 7 k "' е1 "' F 

в результате чего функция "' будет доопределена для случая, 

когда ее аргумент nуст или содержит скобки. Однако не до

определение является нашей целью, а то, что теперь стало 

возможным сократить запись, поглотив предложением §.7 три 

предыдущих предложения, В результате получаем алгоритм: 

k"' 81 82 8 3 84 е5 "V k,8 e5 J.. 

k "' е 1 "' F 

Подчеркнем, что правила ЕА2 и ЕА4 применимы только 
тогда, когда предложения непосредственно следуют друг за 

другом. Например, в алгоритме 

kфА"-'Т 

k ф 8 1 "' F 

k ф s1 е 2 "' Т 

59 



никак нельзя поглотить первое предложение третьим. 

Сформулируем еще одно довольно очевидное правило, кото

рое ПО\lадобится нам в дальнейшем. 

Правило ЕА5 (расщепление). Пусть алгоритм со
держит предложение 

§ k~ ---~ 
и пусть ol., 1 ;;::().// L есть L-класс, являющийся сужением otJ 
путем правильной подстаковки /),. • Тогда указанное пред

ложение можно заменить на пару предложений 

4. Эквивалентные преобразования функций 

Пусть o/l - алгоритм, описывающий, в частности, функ
циюсff". Обозначим череэеО область определения F, то есть 
множество объектных выражений ~о , при которых выполне
ние конкретизации ~с%'0..Lnриводит к нормальной остановке. 
Назовем эк в и в а л е н т н ы м nр е о бразов а н и е м фу н к

ц и иcff" замену алгоритма &i: на такой алгоритмd/, что для 
всех объектных выражений ~ , входящих ва4f, выполнение 
конкретизации kd7'(fi,.L при алгоритме&i'приводит к тому же 
результату, что И при алгоритме~. Если это соотношение 
имеет место при любых 60 , то преобразованиеа>l~аt'будем 
называть с т р о г о э к в и в а л е н т н ы м n р е о б раз о в а -
н и ем функции cff"; как и в случае алгоритмов, мы бу
дем формулировать -правила для n рос т о эквивалентных 

n реобразований. 
При эквивалентном иреобразовании функции nромежуточные 

состояния поля зрения и число шагов, необходимое для конк

ретизации значения функции, меняются. Основным инструмен

том таких иреобразований является nр о г о н к а, то есть 

выполнение шага рефал-машины в условиях, когда ее поле 

зрения предполагается загруженным не каким-то определен

ным рабочим выражением, а любым из некоторого класса 

рабочих выражений, который мы будем изображать путем 

использования свободных переменных . .Это не значит, что 
мы модифицируем рефал-машину, разрешая появление в поле 

зрения свободных переменных. Формально, прогонка есть 

рассмотрение множества рефал-машин, у каждой из которых 

в поле зрения содержится одно из рабочих выражений, при

надлежащих к данному классу. 

Кроме того, мы будем, естественно, пользоваться экви

валентными иреобразованиями алгоритмов, ибо они представ

ляют частный случай эквивалентных преобразований функций. 
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Так как мы будем иметь дело с классами, описываемыми 

подвыражениями правой части, мы отныне будем всегда счи

тать, что свободные переменные символа в правой части 

снабжены теми спецификаторами , которые они получили при 
унификации спецификаторов в левой части. 

Правило EF1 (прогонка). Пусть одно из предложе
ний, описывающих функцию F , имеет вид: 

где 9 функция с описанием 

§ G.1 k f/;.o$' "' ~~ 
.§ G. ~ k ~~ "'~/ . . . . . . . . . . . . . . 

§ G.n k9~/"'#G) 

~t - типовое выражение, 
<t;. и ~2 - некоторые последовательности знаков. 
В результате применения предложения § F.X в поле зре

ния войдет в качестве одного из подвыражений терм 

k 1 c;go -L 

где Фа - объектное выражение из класса ~ . Вид этого тер
ма не будет влиять на работу рефал-машины до тех пор, пока 

знак k , с которого он начинается, не станет в е д у щи м. 
Когда же этот знак k станет ведущим, машина будет приме
нять описание функции ,:; , отождествляя ~ сначала как~: 

';!'" .IV2 ll о г, 
а в случае неудачи - как ~fl и т.д, до ..е'-9 • Нам известно, 
что ~ос ~t, и из этого можно сделать кое-какие выводы. 
С помощью алгоритма проектирования определим пересечение 

~tnoe;. Алгоритм проектирования может привести к одному 
из следующих трех результатов. 

EF1.1. ~tп~;=tfft• то есть 1 ~tс..С9',следовательно, отожде
ствление любого ~ос ~t как..с'9 заведомо возможно. Поэтому 
мы можем, чредвосхищая действия рефал-машины, заменить 

в правой части предложения § F.X терм k /:j f!:-1- на выражение 
- ~"71f ;т 
~; , полученное из~? заменой свободных переменных на те 
значения ( являющиеся типовыми выражениями со свободными 
переменными изо6'7 ) , которые они приняли при отождествле
нии ftt какдJ. 

EF1. ~. ~ п.е; = ~ Значит, отождествление Ша с ~t: как 
оС:/ заведомо невозможно, и мы можем игнорировать предло
жение § G.1 и перейти к отождествлению i!t: как о(;$ . 

EF1.3. ~пае} есть объединение r подклассов ~, 
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образуемых r коноригинальными подстановками t:,.i свободных 
nеременных, входящих в [gt. Эти подк!lассы будем называть 
о т о ж д е с т в л я е мы м и. Так как все свободные переменвые 

входящие в ~t , встречаются в L:f , мы можем использовать 
теорему 7 ; для этого достаточно nри проектированииL; на 

(Ct вводить такие новые идентификаторы переменных1 кото
рые Не ВХОДЯТ Не ТОЛЬКО В /Et , НО И В ..e:f , И ДОПОЛНИТЬ 
nодстановку в g't тождественной подстановкой тех переменных 
которые входят в L:f, но не входят в ~t (если таковые су
ществуют). По теореме 7 nодстановки ~~ порождают r су
жений класса L:t , являющихся попарно неперсекающимися 
L -классами. Применяя r раз правило ЕА5, заменим F.X 
на r+l предложений 

. . . . . . . . 
§ k F ~,ll,.e:f "' ~r 11 k J ('St .L 'с; 

§ F.X kff4"" се, k9~_L ~ 

Теnерь, поскольку ~;11 [Jtc...<}j, мы можем к каждому из 
первых r предложений nрименить правило EF1.1. 

Так как мы выделили из~.f' все ,подклассы, для которых 
(t:oc: Жt: может быть отождествлено как ..<:j , nредложение 
§ F.X будет теперь использоваться рефал-машиной лишь для 
таких ~о , когда§ G.l неприменим. Поэтому мы можем про
должить преобразование предложения § F.X , игнорируя $G.1 и 
отождествляя tt как L f . Повторяя этот процесс, мы либо 
придем в конце концов к случаю EF1.1 (которым прогонка 
завершается), либо исчерпаем все n предложений описания 
функции р , применяя правила EF1. t , или EFJ. S. В последнем 
случае группа предложений, являющаяся трансформацией ис

ходного предложения§ F.X , будет заканчиваться этим пред
ложением в его неизменном виде. Тогда это предложение 

можно отбросить. Действительно, оно будет использовано при 

трансформированном алгоритме а;// лишь в том случае, когда 
~с~ таково, что при исходном алгоритме CPt рефал-машина 
дЛ0Я ко~кретизации k {j ~о --L не найдет nодходящего предложе
ния. Значит, она либо не дойдет до того момента, когда этот 

знак станет ведущим, то есть будет работать до бесконеч

ности, либо испытает аварийную остановку. Согласно нашему 

определению эквивалентного преобразования функций, алгоритм 

r:J/[/ в этом случае может давать любой результат. 
Этим завершается описание прогонки (правило EFJ ). 
При меры. 

1. Пусть функция ос описана предложениями 
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k ос "' k' печ'· ошибка ..L 

koc 81 е2 83 ( еа) "" k ос е2 (е а ) ...L-

k ос 81 е2 ( 81 ез) "' е 2 

k ос е1 "' е1 

а описание функции ф содержит предложение 

Здесь возможна nрогонка обращения к функции ос • Первые 

два предложения в описании ос показываются заведомо не

применимыми ( ~t n.,ej == !i1) ' а третье - заведомо примени
мым ( ~t coe:I) ' причем свободные переменные принимаю'!' 
следующие значения: 

+ 

Применяя правило EFJ, преобразуем предложение § Х к виду 

k ф е1 ( ) "' k f3 ( е1 )( е1 ) ..1.. 

2. Пусть функция ос определяется ·алгоритмом 

§ A.J koc 81"' 81 

§ А.2 k ос е1 "' k ос е1 А .L k В е 1 .L 

§ 8.1 k {3 "" 

§ 8.2 k В 81 е2 "' е2 

Сделаем прогонку обращения к f3 в правой части f А.2. 
Рассматривая § 8.1, выделяем подкласс, отождествляемый 
с помощью подстановки е1 ... <пусто>. В результате .f А.2 
расщепляется на два предложения 

§ А. 2.1 

§ А.2 

k ос "' koc А ...L 

k ос е1 "' k ос е 1 А ..L k {3 е1 -L 

Предложение§ 4.2.1допускает простую (без расщепления) про
гонку с использованием § А.1 : 

§ А.2.1 
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Продолжая прогонку § А.2 , мы теперь принимаем во внима
ние§ В. 2 , Отождествл5;~емый подкласс образуется подстанов
кой е1 ... s2 e1 • Так как § В.2 - последнее предложение в опи

сании функции В , исходное предложение § А.2 мы опускаем, 
(правило EF1.3 ). В результате получаем 

Теперь описание функции ос составляют предложения .§ A.J, 
§А.2, § А.2.2. Отметим, что разделение множества аргумен

тов функции ос на два подмножества, сообразно с причиной 

неопределенности (аварийная остановка или отсутствие оста
новки), изменилось вследствие нашего преобразования, Арrу
мент, начинающийся со скобки, приводил к бесконечной рабо

те при прежнем описании, но приводит к аварийной остановке 

при новом описании. 

3. Пусть nредикат ф описан следующими предложениями: 

kф ""т 

k фs1 ""Т 

k ф 8 1 е2 s1 "" k ф е2 
k ф е1 ""F 

Функция ф принимает значение Т для симметричных це
почек символов. Поставим вопрос: при каких е1 цеnочка 

АВ е1 Ве1 будет симметричной? Для этого введем функцию "', 
описанную одним предложением 

и будем преобразовывать ее путем прогонки, 

Предложения § 1 и §2 оказываются непременимыми. При

меняем §3. Опишем процесс проектирования (номер исполь
зуемого пункта опускаем): 

~е = 81 е2 81 ' 

s......-A 

( 1) е1 -+ <пусто>, ~ot = АВВ, х (1) 

( 1) е1 е1 А , е2 ......- В е1 АВ е1 

Отождествление закончено, Выделен один подкласс, По пра

вилу EF1.3 предваряем §. А предложением: 
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(Вторая правая часть, отделенная знаком "' , означает, что 
произведен еще один шаг прогонки, не требующий расщепле

ния). Продолжая прогонку в предложении § А , применяем §4: 

§А k.,e1 "'F 

Итак, мы установили, что е1 должно кончаться на символ А. 

Теперь будем прогонять правую часть § А.1. Применяем §3. 

( 1 ) 

~l' • 8 1 е2 8 1 ' 

81- в 

е1 -+ <пусто> , 

Отождествление возможно. 

( 1 ) 

Снова отождествление возможно. Мы выделели, таким об

разом, два отождествляемых подкласса: 

§ k"' А"' kф ВАВ "'kфА"' т 

.§ А.1.1 koc е1 ВА"' k ф В е1 ВАВ е1 В"' kф е1 ВАВ е1 ...L 

Продолжаем прогонку в предложении § А.1: 

.§ A.J 

Теперь § А.1 мы можем поглотить (правило ЕА4) предло
жением §.4 • Итак, описание ос имеет вид: 

§ kocA"-'T 

§ А.1.1 k"'e1 BA"-'kфe1 BABe1J.. 

.§ k о€ е1 '"" F 

Прогоняем обращение к ф в § .4.1.1. 

; = 8 1 е2 s 1 , 8t = е1 ВАВ е1 
( 1 ) е1 ..., <Пусто> ~t = ВАН, 8 1 +-В, е2 ._ 4 

Отождествление возможно 

(2) е1 ..., <пусто>, ~ = ВАВ 8 2 , е2 +- ВАВ 

Отождествление возможно 

(2) е1..., е1 8 2 , е2 ~ е1 8 2 ВАВ 82 е1 
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Итак, мы получили три отождествляемых подкласса. 

После очевидных выкладок описание функции "' принимает вид: 

k"'A "'Т 

k"'BA"'T 

k "' s2 ВА "-Т 

k .. s2 e1 82 ВА"' kф е1 82 ВА82 е1 ...L 

k "' е1 "' F 
Единственное предложение, содержащее в правой части 

знак конкретизации, можно подвергнуть дальнейшему преоб

разованию. На следующем шаге оно даст три предложения: 

k "' 8 2 8 2 ВА ...... Т 

k"' 82 83 82 ВА"' Т 

k"' 82 8 3 е1 83 8 2 ВА"-kфе183 82 BA882 83 ~,_t_ 

Этот процесс можно продолжать сколько угодно, и он 

будет давать все новые классы аргументов, порождающих 

симметричные цепочки. Множество всех выражений ~ , для 
которых k"' 'jg ..1.. есть Т , не является классом. С помощью 
описанного процесса мы получаем разложение этого множе

ства на бесконечное число непересекающихся классов, Если 

ограничиться выражениями ~ , содержащими не более чем 
заданное число символов, то мы получим исчерпывающий от

вет на поставленный вопрос. 

П р а в и л о f!:F2 ( п р и о с т а н о в к а к о н к р е т и з а ц и и ) • 
Пусть одно из предложений, описывающих функцию cff' , имеет 
вид: 

§ F.X krffL1 "" ~ kfie_t_ <t; 
где~ - Произвольное (общее) выражение. Заменим в выра
жении :Ь все термы, начинающиеся со знака k на различные 
свободные переменные выражения е%1 , ... , е%171 , которые назо
вем н ер аз м е н н ы м и переменными. Если предложение, 

видоизмененное таким образом, допускает прогонку с тем 

ограничением, что не требуется сужений, затрагивающих не

разменные переменные, то и исходное предложение § F.X ~о
жет быть подвергнуто аналогичному преобразованию. Дл51 

этого надо преобразовать видоизмененное предложение, а за

тем снова заменить пераэмеиные переменные на те термы, ко

торые они представляют. 

П р и мер. Определим функцию сложения натуральных чи

сел следующим образом: 

k + (е1 ) (n)"' е1 
k + (е1 ) (е2 1) "'k + (е 1 )(е2 )--Ll 
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Поставим вопрос: если первый аргумент есть О 11, то 
каков должен быть второй аргумент, чтобы в сумме полу

чилось 01111? Введем предикат равенства: 

k " (0) (0) "' т 

k " ( е1 1 ) ( е2 1) "' k " ( е1 ) ( е2 ) ..L 

k = е:х "' F 

и предикат "' , отвечающий на вопрос, обладает ли аргумент 
е:х нужным свойством: 

Начинаем прогонку обращения к функции +. Предложение §А 
расщепляется на два: 

k"' О "' k = (0 11) (О 1111 J "' F, 

k"' e:xl "'k" (k +(011) (e:x)..l..1) (01111).-L 

Во втором предложении мы можем приостановить конкре-

тизацию и прогнать обращение к функции с (правило EF~ ). 
Получаем 

Повторяя эту процедуру, преобразуем это предложение 

в группу 

k "' 01 "' F 

k"' он"' т 

k "' ех 111 "' k • ( k + (011) ( е)-1-) (1}1) ..L 

Мы уже нашли решение. Однако продолжим прогонку послед

него предложения: 

k "' 0111 "' F 

k "' 01111 "' F 

k "' 011111 "' k • ( k + (011) (e:x)..J...1) (О) ..L 

Снова применяя правило EF2 , преобразуем последнее пред
ложение: 

k "' е;с 11111"' F 

Польэуясь тем, что все левые части не пересекаются, 

переставляем предложение с правой частью Т на первое 

место, добавляем в конце 

k "' ех "' F 
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(правило EAJ ) , и поглощаем этим предложением все пред
ложения, кроме первого (ЕА4 ), • Окончательно получаем: 

k "' 011 "' т 
k "' е 1 "' F 

что дает полный формальный ответ не только о существова

нии и виде рещения, но и его единс~венности. 

В последнем примере мы с помощью эквивалентных ареоб

разований алгоритмов произвели, в сущности, вычитание на

туральных чисел, представленных в системе счисления с ос

нованием единица. Эта идея более подробно рассматривается 

в работе [3], где показано, как, используя эквивалентные 
преобразования, можно построить алгоритм обращения задан

ной функции, то есть алгоритм 1 определяющий множество ар
гументов, при которых функция имеет заданное значение. 

В частности, этим способом из алгоритма сложения двоичных 

чисел столбиком получается алгоритм вычитания столбиком. 
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